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Phương pháp phổ để giải số phương trình 

Boltzmann cho các chất khí có độ nhớt 
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 Tóm tắt—Chúng tôi đề xuất trong bài báo này một phương pháp giải tích số cho phương trình Boltzmann cho 

các chất khí có ma sát giữa các phân tử. Đây là phương pháp số đầu tiên cho phương trình Boltzmann có độ 

nhớt. Chúng tôi biểu diễn giá trị hàm mật độ của chất khí và so sánh các kết quả trong các trường hợp có ma 

sát giữa các phân tử và trường hợp không có ma sát. Giá trị hàm mật độ của các chất khí có ma sát giữa các 

phân tử khi va chạm sẽ giảm dần về 0. Giá trị của ma sát càng lớn thì tốc độ giảm giá trị của hàm mật độ của 

chất khí về 0 càng nhanh. 

Từ khóa—phương trình Boltzmann, giải tích số, phương pháp phổ, ma sát phân tử, hàm mật độ 

1 GIỚI THIỆU 

hương trình Boltzmann mô tả chuyển động của các phân tử của một chất khí trong đó sự tương tác của 

các phân tử là va chạm đàn hồi nhị phân (xem [1-16]). 

Cho 𝑥, 𝑣  ℝ𝑑  (𝑑 ≥ 2) 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣 . ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓), 

với 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) là hàm mật độ của chất khí phụ thuộc vào thời gian và vận tốc. Trong Boltzmann, toán tử 

va chạm Q là một toán tử bậc 2 của 𝑓(𝑡, 𝑥). Thời gian t và vị trí x được xem là các tham số của Q và vì vậy 

sẽ bị bỏ qua trong biểu diễn dưới đây 

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣) =  ∫ 𝐵(|𝑣 − 𝑣∗|, 𝑐𝑜𝑠𝜃)(𝑓∗
′𝑓′ − 𝑓∗𝑓)𝑑𝑣∗𝑑𝜎ℝ𝑑×𝕊𝑑−1

, (1.1) 

với 𝑓 = 𝑓(𝑣), 𝑓∗ = 𝑓(𝑣∗), 𝑓
′ = 𝑓(𝑣′), 𝑓∗

′ = 𝑓(𝑣∗
′). 

Vận tốc của va chạm là các cặp (𝑣, 𝑣∗) và (𝑣′, 𝑣∗
′) có liên quan bởi 

𝑣′ =
𝑣+𝑣∗

2
+

|𝑣−𝑣∗|

2
𝜎, 𝑣∗

′ =
𝑣+𝑣∗

2
−

|𝑣−𝑣∗|

2
𝜎. 

Trong đó 𝜎 𝑡ℎ𝑢ộ𝑐 𝕊𝑑−1. 

Hạt nhân B của va chạm là một hàm số không âm bởi các đối số vật lý bất biến và chỉ phụ thuộc vào 

|𝑣 − 𝑣∗| và cos 𝜃 = 𝑔̂. 𝜎 (với 𝑔̂ =
𝑣−𝑣∗

|𝑣−𝑣∗|
). 

Việc xây dựng các phương pháp tính cho phương trình Boltzmann có tầm quan trọng trong nhiều ứng 

dụng, từ động lực học khí hiếm (RGD) [27], vật lý plasma [28], dòng chảy dạng hạt [17, 18], chất bán dẫn 

[32], và lý thuyết động lượng tử [29]. 

Khó khăn trong việc xây dựng một phương pháp giải số cho phương trình Boltzmann là do cấu trúc đa 

chiều của toán tử Q, trong tích phân được tính trên miền 5 chiều. Vì vậy, phương pháp thông thường là kỹ 

thuật xác suất Monte Carlo của Bird [19] và Nanbu [33], đây là một phương pháp lấy mẫu ngẫu nhiên có 

độ chính xác bậc 1 và thuộc lớp thuật toán không tất định. Tuy nhiên, các phương pháp này có độ chính 

xác rất thấp.  
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Gần đây, một lớp phương pháp mới dựa trên việc sử dụng các kỹ thuật quang phổ trong không gian vận 

tốc đã được xây dựng. Phương pháp này có độ chính xác phổ [30, 35] và thuộc lớp thuật toán tất định. 

Phương pháp này lần đầu tiên được phát triển cho các phương trình động học trong [34], dựa trên các 

phương pháp quang phổ trong cơ học chất lỏng [24] và việc sử dụng các công cụ biến đổi Fourier trong 

phân tích phương trình Boltzmann [21]. Nó dựa trên phương pháp xấp xỉ Fourier – Galerkin của phương 

trình. Các khái quát về phương pháp và độ chính xác quang phổ đã được đưa ra trong [26, 35, 36]. 

Trong bài báo này, chúng ta sẽ sử dụng phương pháp phổ để giải số phương trình Boltzmann trong các 

chất khí có độ nhớt/ma sát. Phương trình này có dạng 

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑣 . ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓) + 𝜀𝑓, 

trong đó 𝜀 là hệ số nhớt.  

Bài báo này là kết quả giải tích số đầu tiên cho phương trình Boltzmann trong các chất khí có độ nhớt/ma 

sát. 

2 PHƯƠNG PHÁP 

Biểu diễn Carleman của toán tử va chạm Q 

Trong phần này, chúng ta sẽ ước chừng toán tử va chạm bắt đầu từ một biểu diễn mà bằng cách nào đó 

bảo toàn nhiều đối xứng của toán tử va chạm khi nó cắt bỏ nó trong một miền bị chặn. Biểu diễn này được 

sử dụng trong [20, 22, 23, 31], và nó gần với đại diện Carleman cổ điển (xem [25]).  

Toán tử va chạm Boltzmann trong các miền bị chặn 

Với mọi hàm liên tục F(x), công thức cơ bản chúng ta cần là 

1

2
∫ 𝐹(|𝑢|𝜎 − 𝑢)
𝕊𝑑−1

𝑑𝜎 =
1

|𝑢|𝑑−2
∫ 𝛿(2𝑥𝑢 + |𝑥|2)
 

ℝ𝑑
𝐹(𝑥)𝑑𝑥, (2.1) 

và có thể được xác minh bằng cách hoàn thành hình vuông trong hàm delta Dirac, lấy tọa độ hình cầu 

𝑥 = 𝑟𝜎 và thực hiện thay đổi biến 𝑟2 = 𝑠. 

Xét vùng bị chặn 𝐷𝑇 = [−𝑇, 𝑇]
𝑑(0 < 𝑇 < +∞). Quy ước cách viết 

𝐵̃(𝑥, 𝑦) = 2𝑑−1𝐵(|𝑥 + 𝑦|, −
𝑥.(𝑥+𝑦)

|𝑥||𝑥+𝑦|
)|𝑥 + 𝑦|−(𝑑−2). 

Ta có thể dễ dàng thấy rằng trên siêu phẳng biểu diễn bởi x · y = 0, một công thức đơn giản hơn (sử 

dụng các phần tử của hạt nhân va chạm) là (xem [35]) 

𝐵̃(𝑥, 𝑦) = 𝐵̃(|𝑥|, |𝑦|) = 2𝑑𝐵(√|𝑥|2 + |𝑦|2,
|𝑥|

√|𝑥|2+|𝑦|2
)(|𝑥|2 + |𝑦|2)−

𝑑−2

2 , 

 (2.2) 

với 𝛿(𝑥. 𝑦) là hàm Dirac ứng với 𝑥. 𝑦 = 0, ta biểu diễn toán tử lại như sau, cho 𝑣 ∈ 𝐷𝑇  

𝑄𝑡𝑟(𝑓, 𝑓)(𝑣) = ∫∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)[𝑓(𝑣 + 𝑦)𝑓(𝑣 + 𝑥) − 𝑓(𝑣 + 𝑥 +
 

{𝑥,𝑦∈ℝ𝑑|𝑣+𝑥,𝑣+𝑦,𝑣+𝑥+𝑦∈𝐷𝑇}

𝑦)𝑓(𝑣)]𝑑𝑥 𝑑𝑦. 

Ta có thể dễ dàng kiểm tra xem biểu mẫu yếu sau có thỏa mãn với toán tử này hay không và điều này 

dẫn tới các định luật bảo toàn khối lượng, động lượng và năng lượng cũng như định lý entropy Boltzmann 

H 

∫𝑄𝑡𝑟(𝑓, 𝑓)𝜑(𝑣) 𝑑𝑣 =
1

4
∫∫∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)𝑓(𝑣 + 𝑥 + 𝑦)𝑓(𝑣)[𝜑(𝑣 + 𝑦) +

 

{𝑣,𝑥,𝑦∈ℝ𝑑|𝑣,𝑣+𝑥,𝑣+𝑦,𝑣+𝑥+𝑦∈𝐷𝑇}

𝜑(𝑣 + 𝑥) − 𝜑(𝑣 + 𝑥 + 𝑦) − 𝜑(𝑣)]𝑑𝑣 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (2.3) 

Đối với một hàm 𝑓 với giá trong 𝐵𝑅 , chúng tôi lấy T= 2𝑅 để có được tất cả các va chạm có thể xảy ra. 

Trong thực tế ta có thể lấy 𝑇 ≥ (1 + 3√2)𝑅/2 nhằm ngăn chặn sự giao nhau giữa các miền mà hàm 𝑓 khác 

0 (xem [35]). 
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Toán tử trở thành 

𝑄𝑅(𝑓, 𝑓)(𝑣) = ∫ ∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)[𝑓(𝑣 + 𝑦)𝑓(𝑣 + 𝑥) − 𝑓(𝑣 + 𝑥 + 𝑦)𝑓(𝑣)]𝑑𝑥
 

𝑦∈𝐵𝑅
𝑑𝑦

 

𝑥∈𝐵𝑅
, (2.4) 

với 𝑣 ∈ 𝐷𝑇  (biểu thức cho 𝑣 ∈ ℝ𝑑  đượ𝑐 𝑡í𝑛ℎ 𝑡ℎ𝑒𝑜 𝑐ℎ𝑢 𝑘ỳ).  

Bằng phép đổi biến 𝑣(bởi 𝑥, 𝑦 và 𝑥 + 𝑦), sử dụng các thay đổi 𝑥 ↔ −𝑥 và 𝑦 ↔ −𝑦, và thực tế 

𝐵̃(−𝑥, 𝑦)𝛿(−𝑥. 𝑦) = 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦) = 𝐵̃(𝑥, −𝑦)𝛿(𝑥. −𝑦). 

Ta có thể dễ dàng chứng minh rằng đối với bất kỳ hàm tuần hoàn 𝜑 trên 𝐷𝑇  theo biểu diễn nghiệm yếu 

chấp nhận được (bài báo [30] trình bày chi tiết các bước để đạt được công thức cổ điển này) 

 ∫ 𝑄𝑅(𝑓, 𝑓)𝜑(𝑣)𝑑𝑣
 

𝐷𝑇
=

1

4
∫ ∫ ∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)𝑓(𝑣 + 𝑥 + 𝑦)𝑓(𝑣)[𝜑(𝑣 + 𝑦) + 𝜑(𝑣 +

 

𝑦∈𝐷𝑇

 

𝑥∈𝐷𝑇

 

𝑣∈𝐷𝑇

𝑥) − 𝜑(𝑣 + 𝑥 + 𝑦) − 𝜑(𝑣)]𝑑𝑣 𝑑𝑥 𝑑𝑦.       (2.5) 

Thuật giải bằng phương pháp phổ 

Trong phần này chúng tôi sử dụng 𝑄𝑅 xây thuật giải bằng phương pháp phổ. Các phương pháp phổ cho 

các phương trình động học bắt nguồn từ [34] và [35], và được phát triển hơn nữa trong [36] và [30]. Trước 

khi họ có một lịch sử lâu dài trong cơ học chất lỏng; xem [24]. 

Đơn giản hóa ký hiệu, lấy 𝑇 = 𝜋. Giá trị xấp xỉ của hàm 𝑓𝑁 được biểu diễn bởi dưới dạng biểu diễn 

Fourier 

{
 
 

 
 𝑓𝑁(𝑣) = ∑ 𝑓𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑣

𝑁

𝑘=−𝑁

,

𝑓𝑘 =
1

(2𝜋)𝑑
∫ 𝑓(𝑣)𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑑𝑣
𝐷𝜋

.

 

Phương trình phổ là phép chiếu của phương trình va chạm trong ℙN, với ℙ𝑁 là không gian vectơ 

(2N + 1)d chiều của các đa thức lượng giác có bậc tối đa N theo từng hướng, tức là 

𝜕𝑓𝑁

𝜕𝑡
= 𝑃𝑁𝑄

𝑅(𝑓𝑁 , 𝑓𝑁), 

với 𝑃𝑁 biểu thị phép chiếu trực giao trên ℙN trong 𝐿2(𝐷𝜋). Một tính toán đơn giản dẫn đến tập hợp các 

phương trình vi phân thông thường sau đây: 

Hệ số Fourier 

𝑓𝑘
′(𝑡) = ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑓𝑙𝑓𝑚

𝑁
𝑙,𝑚=−𝑁
𝑙+𝑚=𝑘

, 𝑘 = −𝑁,… ,𝑁.    (2.6) 

𝛽̂(𝑙, 𝑚) được gọi là kernel modes, xác định bởi 

𝛽̂(𝑙, 𝑚) = ∫ ∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)[𝑒𝑖𝑙𝑥𝑒𝑖𝑚𝑦 − 𝑒𝑖𝑚(𝑥+𝑦)]
𝑦∈𝐵𝑅

𝑑𝑥
𝑥∈𝐵𝑅

𝑑𝑦. 

Do đó, sau này trong bài báo này ta sẽ tập trung vào 𝛽, và dễ dàng kiểm tra rằng 𝛽(𝑙,𝑚) chỉ phụ thuộc 

vào | 𝑙 |, | 𝑚 |, và | 𝑙 ·  𝑚 |. Trong đó 𝑙, 𝑚 là các hệ số trong công thức 

𝑓𝑁(𝑣) = ∑ 𝑓𝑙𝑒
𝑖𝑙𝑥𝑁

𝑙=−𝑁 = ∑ 𝑓𝑙𝑒
𝑖𝑚𝑦𝑁

𝑚=−𝑁 . 

Lưu ý rằng cách thông thường để cắt ngắn toán tử va chạm Boltzmann cho hàm tuần hoàn bắt đầu từ 

biểu diễn (xem [34]) với 𝑢 = |𝑣 − 𝑣∗| 

𝑄(𝑓, 𝑓) = ∫ ∫ 𝐵(|𝑢|, cos 𝜃)[𝑓(𝑣 − (𝑢 − |𝑢|𝜎)/2)𝑓(𝑣 − (𝑢 + |𝑢|𝜎)/2) − 𝑓(𝑣)𝑓(𝑣 −
𝜎∈𝕊𝑑−1𝑢∈ℝ𝑑

𝑢)]𝑑𝜎 𝑑𝑢.   (2.9)  

Sau đó rút gọn biến 𝑢 = 𝑥 + 𝑦 sao cho 𝑢 ∈ 𝐵𝑅 . Chúng ta có 

𝑄𝑢𝑠𝑢𝑎𝑙
𝑅 (𝑓, 𝑓)(𝑣) = ∫ ∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦){|𝑥+𝑦|≤𝑅}[𝑓(𝑣 + 𝑦)𝑓(𝑣 + 𝑥) − 𝑓(𝑣 + 𝑥 + 𝑦))𝑓(𝑣)]𝑑𝑥

 

𝑥∈ℝ𝑑
𝑑𝑦

 

𝑥∈ℝ𝑑
, 
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với {|𝑥+𝑦|≤𝑅} là hàm đặc trưng của tập {|𝑥 + 𝑦| ≤ 𝑅} hay {(𝑥1 + 𝑦1)
2 + (𝑥2 + 𝑦2)

2 +⋯+

(𝑥𝑑 + 𝑦𝑑)
2 ≤ 𝑅2}. 

Cuối cùng, chúng ta có (xem [35])  

𝛽̂𝑢𝑠𝑢𝑎𝑙(𝑙, 𝑚) = ∫ ∫ 𝐵(|𝑢|, cos 𝜃)[𝑒−𝑖
𝑢(𝑙+𝑚)+|𝑢|𝜎(𝑚−𝑙)

2 − 𝑒−𝑖(𝑢𝑚)]𝑑𝜎
𝜎∈𝕊𝑑−1

𝑑𝑢
𝑢∈𝐵𝑅

. 

Biểu diễn theo x và y 

𝛽̂𝑢𝑠𝑢𝑎𝑙(𝑙, 𝑚) = ∫ ∫ 𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦)𝐵̃(𝑥, 𝑦)𝛿(𝑥. 𝑦){|𝑥+𝑦|≤𝑅}[𝑒
𝑖𝑙𝑥𝑒𝑖𝑚𝑦 − 𝑒𝑖𝑚(𝑥+𝑦)]𝑑𝑥

𝑦∈𝐵𝑅
𝑑𝑦

𝑥∈𝐵𝑅
. 

Vì vậy, các biểu diễn thông thường chứa nhiều khớp nối giữa 𝑥 và 𝑦 và nó ít thích hợp hơn cho việc 

xây dựng các thuật toán nhanh. 

Thuật toán quang phổ nhanh 

Ở đây chúng ta sẽ xấp xỉ mỗi 𝛽̂(𝑙, 𝑚) bởi tổng của 

𝛽̂(𝑙, 𝑚) ≅ ∑ 𝛼𝑝(𝑙)𝛼𝑝
′ (𝑚)𝐴

𝑝=1 . 

Chúng ta viết x và y trong tọa độ hình cầu  

𝑄𝑅(𝑓, 𝑓)(𝑣) =
1

4
∫ ∫ 𝛿(𝑒. 𝑒′)𝑑𝑒

𝑒′∈𝑆𝑑−1
𝑑𝑒′

𝑒∈𝕊𝑑−1
{∫ ∫ 𝑝𝑑−2(𝑝′)𝑑−2𝐵̃(𝑝, 𝑝′)[𝑓(𝑣 + 𝑝′𝑒′)𝑓(𝑣 +

𝑅

−𝑅

𝑅

−𝑅

𝑝𝑒) − 𝑓(𝑣 + 𝑝𝑒 + 𝑝′𝑒′)𝑓(𝑣)]𝑑𝑝 𝑑𝑝′}.     (3.1) 

Lấy A là tập hợp các cặp trực giao của các vectors đơn vị (𝑒, 𝑒′), (𝑒, 𝑒′) ∈ 𝐴 nên 

(−𝑒, 𝑒′), (𝑒, −𝑒′), (−𝑒, −𝑒′) cũng thuộc A (thuộc tính của tập A yêu cầu bảo toàn các luật bảo toàn của toán 

tử). Bây giờ chúng tôi định nghĩa 

𝑄𝑅,𝐴(𝑓, 𝑓)(𝑣) =
1

4
∫ {∫ ∫ 𝑝𝑑−2(𝑝′)𝑑−2𝐵̃(𝑝, 𝑝′)[𝑓(𝑣 + 𝑝′𝑒′)𝑓(𝑣 + 𝑝𝑒) − 𝑓(𝑣 + 𝑝𝑒 +

𝑅

−𝑅

𝑅

−𝑅(𝑒,𝑒′)∈𝐴

𝑝′𝑒′)𝑓(𝑣)]𝑑𝑝 𝑑𝑝′} 𝑑𝐴, 

với  𝑑𝐴 là ký hiệu độ đo trên A và dĩ nhiên 

𝑑𝐴(𝑒, 𝑒′) = 𝑑𝐴(−𝑒, 𝑒′) = 𝑑𝐴(𝑒, −𝑒′) = 𝑑𝐴(−𝑒,−𝑒′). 

Thay giá trị các biến trong 𝑣 bằng 𝑝𝑒, 𝑝′𝑒′, 𝑝𝑒 + 𝑝′𝑒′ và các đối xứng của tập 𝐴, người ta có thể dễ 

dàng lấy được các dạng yếu dưới đây trên 𝑄𝑅,𝐴. Với các hàm chu kỳ 𝜑 trên 𝐷𝑇 , 

∫ 𝑄𝑅,𝐴(𝑓, 𝑓)𝜑(𝑣)𝑑𝑣
𝐷𝑇

=
1

16
∫ ∫ ∫ ∫ 𝑝𝑑−2(𝑝′)𝑑−2𝐵̃(𝑝, 𝑝′)𝑓(𝑣 + 𝑝𝑒 + 𝑝′𝑒′)[𝜑(𝑣 +

𝑅

−𝑅

𝑅

−𝑅(𝑒,𝑒′)∈𝐴𝑣∈𝐷𝑇

𝑝′𝑒′) + 𝜑(𝑣 + 𝑝𝑒) − 𝜑(𝑣 + 𝑝𝑒 + 𝑝′𝑒′) − 𝜑(𝑣)]𝑑𝑝 𝑑𝑝′𝑑𝐴𝑑𝑣. 

Điều này ngay lập tức mang lại các tính chất bảo tồn giống 𝑄𝑅.  

Tính toán các 𝐵̃(𝑥, 𝑦) 

Giả sử 𝐵̃(𝑥, 𝑦) là tích của hai hàm xác định a và b 

𝐵̃(𝑥, 𝑦) = 𝑎(|𝑥|)𝑏(|𝑦|).  

Giả định này chắc chắn chấp nhận được nếu 𝐵̃ là hằng số. Đây là một trường hợp phân tử Maxwellian 

trong không gian 2 chiều và quả cầu không gian 3 chiều (hạt nhân thích hợp nhất cho các ứng dụng).  

Đầu tiên chúng ta hãy xử lý trên không gian 2 chiều với 𝐵̃ = 1 để giải thích phương pháp. Với 𝑥 và 𝑦 là 

các tọa độ của hình cầu, 𝑒 và 𝑒′ là các vectơ đơn vị tương ứng thỏa mãn 𝑥 = 𝑝𝑒 và 𝑦 = 𝑝′𝑒′ sao cho 

𝛽(𝑙,𝑚) =
1

4
∫ ∫ 𝛿(𝑒. 𝑒′)[∫ 𝑒𝑖𝑝(𝑙.𝑒)𝑑𝑝

𝑅

−𝑅
][∫ 𝑒𝑖𝑝

′(𝑚.𝑒′)𝑑𝑝′
𝑅

−𝑅
]𝑑𝑒

𝑒′∈𝕊1
𝑑𝑒′

𝑒∈𝕊1 . 

Chúng tôi biểu diễn 

𝜙𝑅
2(𝑠) = ∫ 𝑒𝑖𝑝𝑠𝑑𝑝

𝑅

−𝑅

, 
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với 𝑠𝜖𝑅. 

Do đó chúng tôi có 

𝛽(𝑙,𝑚) = ∫ 𝜙𝑅
2(𝑙. 𝑒𝜃)𝜙𝑅

2 (𝑚. 𝑒
𝜃+

𝜋
2
) 𝑑𝜃

𝜋

0

. 

Hàm 𝜃 → 𝜙𝑅
2(𝑙. 𝑒𝜃)𝜙𝑅

2 (𝑚. 𝑒𝜃+𝜋
2
) là hàm tuần hoàn trên [0, 𝜋] và M là một số bất kỳ, ta xấp xỉ 

𝛽(𝑙,𝑚) =
𝜋

𝑀
∑ 𝛼𝑝(𝑙)𝛼𝑝

′ (𝑚)𝑀−1
𝑝=0 , 

với 𝛼𝑝(𝑙) = 𝜙𝑅
2(𝑙. 𝑒𝜃), 𝛼𝑝

′ (𝑚) = 𝜙𝑅
2 (𝑚. 𝑒𝜃+𝜋

2
) , 𝑣à 𝜃𝑝 = 𝜋𝑝/𝑀. 

Nói chung theo giả định tách (3.2) trên 𝐵̃, chúng tôi thu được công thức tách biến 

𝛽(𝑙,𝑚) =
𝜋

𝑀
∑ 𝛼𝑝(𝑙)𝛼𝑝

′ (𝑚)

𝑀−1

𝑝=0

 

với 

𝛼𝑝(𝑙) = 𝜙𝑅
2(𝑙. 𝑒𝜃), 𝛼𝑝

′ (𝑚) = 𝜙𝑅
2 (𝑚. 𝑒

𝜃+
𝜋
2
) 

và 

𝜙𝑅,𝑎
2 (𝑠) = ∫ 𝑎(𝑝)𝑒𝑖𝑝𝑠𝑑𝑝

𝑅

−𝑅

, 𝜙𝑅,𝑏
2 (𝑠) = ∫ 𝑏(𝑒′)𝑒𝑖𝑝

′𝑠𝑑𝑝′
𝑅

−𝑅

 𝑣ớ𝑖 𝜃𝑝 = 𝜋𝑝/𝑀 

 

3 KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN 

Kiểm tra số  

Với 𝑡 = 𝑞∆𝑡, ∆𝑡 > 0 ta có 

𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) = ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡). 

Tính xấp xỉ 

𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) =
𝑓̂𝐾((𝑞+1)∆𝑡)−𝑓̂𝐾(𝑞∆𝑡)

∆𝑡
. 

Do đó 

𝑓𝐾((𝑞 + 1)∆𝑡) = 𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) + ∆𝑡 ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡). 

 (4.1) 

Đối với các chất khí có độ nhớt/ma sát ta có 

𝑓𝐾((𝑞 + 1)∆𝑡) = 𝑓𝐾(𝑞∆𝑡) + ∆𝑡 ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝑓𝑙(𝑞∆𝑡)𝑓𝑚(𝑞∆𝑡) − 𝜀𝑓𝐾(𝑞∆𝑡).  (4.2) 

Trong không gian hai chiều 𝑑 = 2, chúng tôi sử dụng 𝑁 = 5,𝑀 = 1, 𝑡 ∈ [0, 0.5], 𝑣 ∈  [−𝜋, 𝜋], 𝑎 =

 𝑏 = 1, 𝑅 =  𝜋, và 

𝑓(0, 𝑣) =
𝑣2

𝜋𝜎2
𝑒(−𝑣

2/𝜎2), (*) 

với 𝜎 =
𝜋

6
, 𝐷𝜋 ∈ [−𝜋, 𝜋]

2, thay (*) vào (4.2) 

- Tại thời điểm 𝑞 = 0 

𝑓𝑘(0, 𝑣) =
1

(2𝜋)2
∫

𝑣2

𝜋𝜎2
𝑒(−𝑣

2/𝜎2)𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑑𝑣
𝐷𝜋

=
9

𝜋5
∫ 𝑣2𝑒

(
−36𝑣2

𝜋2
)
𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑑𝑣

𝐷𝜋
, 
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- Tại thời điểm 𝑞 = 1 ta có 

𝑓𝐾(∆𝑡, 𝑣) = 𝑓𝑘(0, 𝑣) − 𝜀∆𝑡𝑓𝑘(0, 𝑣) + ∆𝑡 ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑁
𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

𝑓𝑙(0)𝑓𝑚(0) =
9

𝜋5
∫ 𝑣2𝑒

(
−36𝑣2

𝜋2
)
𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑑𝑣

𝐷𝜋
−

𝜀∆𝑡
9

𝜋5
∫ 𝑣2𝑒

(
−36𝑣2

𝜋2
)
𝑒−𝑖𝑘𝑣𝑑𝑣

𝐷𝜋
+ ∆𝑡 ∑ 𝛽̂(𝑙,𝑚)𝑁

𝑙+𝑚=𝑘,
𝑙,𝑚=−𝑁

81

𝜋10
∫ 𝑣2𝑒

(
−36𝑣2

𝜋2
)
𝑒−𝑖𝑙𝑣 . 𝑣2𝑒

(
−36𝑣2

𝜋2
)
𝑒−𝑖𝑚𝑣𝑑𝑣

𝐷𝜋
, 

Trong đó  

𝛽̂(𝑙, 𝑚) = 𝜋∑2𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜋(𝑙. 𝑒𝜃))2𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜋 (𝑚. 𝑒𝜃+𝜋
2
))

0

𝑝=0

+ 𝜋∑2𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜋(𝑚. 𝑒𝜃))2𝜋𝑆𝑖𝑛𝑐(𝜋 (𝑚. 𝑒𝜃+𝜋
2
))

0

𝑝=0

 

. 

Các kết quả kiểm tra số 

Chúng tôi tiến hành thử nghiệm với các giá trị lần lượt của 𝜺 là 0; 0,1; 0,2 và thu được các kết quả 

 

Hình 1. Hàm mật độ 𝑓(𝑣, 𝑡) tại thời gian t = 0; 0,12, 0,24; 0,37; 0,5 và 𝜺 = 0 

Trong hình 1 với 𝜀 = 0 dung dịch đạt giá trị bảo hòa tại thời gian 𝑡 = 0,24 và có giá trị 0,10. 

 

Hình 2. Hàm mật độ 𝑓(𝑣, 𝑡) tại thời gian t = 0; 0,12; 0,24; 0,37; 0,5 và 𝜀 = 0,1 
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Hình 2 so sánh hàm mật độ chất khi trong hai trường hợp 𝜀 = 0 và 𝜀 = 0,1, hàm mật độ khí với 𝜀 = 0 có giá trị 

thấp hơn 0,3 tại 𝑡 =  0,24; 0,4 tại 𝑡 =  0,37  và 0,6 tại 𝑡 =  0,50 

 

Hình 3. Hàm mật độ 𝑓(𝑣, 𝑡) tại thời gian t = 0; 0,12; 0,24; 0,37; 0,5 và 𝜀 = 0,2 

 

So với trường hợp 𝜀 = 0 thì với 𝜀 = 0,2 hàm mật độ khí có giá trị thấp hơn 0,4 tại 𝑡 =  0,24; 0,7 tại 

𝑡 =  0,37 và 0,9 tại 𝑡 =  0,50 (Hình 3). 

Với 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2) ∈  [−40, 40], cho 𝑣2 = 0 ta có 𝑣 = (𝑣1, 0) ∈  [−40, 40], hình 4 biểu diễn mặt cắt lớp 

của hàm mật độ khí 𝑓 tại ba móc thời gian 𝑡 = 0;  0,24;  0,5 ứng với các giá trị của 𝑓 khi 𝜀 = 0;  0,1;  0,2. 

 

 

Hình 4. So sánh hàm mật độ 𝑓(𝑣, 𝑡) tại thời gian 𝑡 = 0,24;  𝑣à 0,5 với 𝜀 = 0;  0,1;  0,2 

 

Với kết quả của thí nghiệm chúng tôi thấy rằng độ nhớt làm hàm mật độ khí nhỏ hơn, đây là điều chúng 

tôi mong đợi. Hàm mật độ khí sẽ giảm khi giá trị độ nhớt 𝜀 lớn. 

Lời cảm ơn: Tác giả xin gửi lời cám ơn chân thành đến thầy Trần Minh Bình đã đề xuất và hướng dẫn 

thực hiện nghiên cứu bài báo này.  
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Abstract—We propose in this paper a spectral method for the Boltzmann equation for gases with 

viscosity/friction. We describe the density of particles and compare the results in the case of gases with friction 

and rarefied gas. This is the first numerical result for the equation. We show numerically that under the presence 

of the viscosity, the solution dissipates to 0. The larger the viscosity is, the faster the solution converges to 0. 
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