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TÓM TẮT
Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu về tính khả vi suy rộng trong tối ưu đa trị, cụ thể là nghiên
cứu về đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp của một ánh xạ đa trị cho trước. Xuất phát từ ý tưởng
nón kề và mở rộng định nghĩa nón theo tia cấp cao trong nghiên cứu của nhóm tác giả Anh NLH
và cộng sự (2011), chúng tôi giới thiệu đạo hàm theo tia dạng hợp cấp hai. Tiếp theo đó, một số
tính chất của khái niệm này được tìm hiểu và mối liên quan giữa đạo hàm theo tia cấp hai dạng
hợp của một ánh xạ đa trị cho trước và ánh xạ đa trị kéo dài của nó được thiết lập. Sau đó, áp dụng
của đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp trong phân tích độ nhạy được trình bày. Cụ thể, chúng
tôi nghiên cứu về bài toán tối ưu đa trị tham số hoá. Dạng nghiệm được đề cập đến trong bài là
nghiệm Pareto. Dựa vào các kết quả bên trên, chúng tôi tìm hiểu về phân tích độ nhạy cho ánh xạ
nghiệm Pareto của bài toán này. Một cách rõ ràng hơn, chúng tôi thiết lập đạo hàm theo tia cấp hai
dạng hợp của ánh xạ nghiệm Pareto nhiễu (ánh xạ nhiễu được hiểu theo nghĩa là ánh xạ nghiệm
Pareto và phụ thuộc vào tham số nhiễu nào đó). Một số ví dụ được thiết lập để minh hoạ cho các
kết quả của chúng tôi. Kết quả đạt được trong bài báo này là mới và cải thiện hơn so với một số
kết quả đã có trong hướng nghiên cứu này.
Từkhoá: đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp, ánh xạ nhiễu, phân tích độ nhạy, tối ưu đa trị tham số

GIỚI THIỆU
Phân tích sự ổn định và phân tích độ nhạy đóng vai
trò quan trọng trong lý thuyết tối ưu. Phân tích sự ổn
định nghĩa là nghiên cứu về tính liên tục của ánh xạ
nghiệm/ánh xạ giá trị tối ưu của bài toán tối ưu tham
số. Trong khi đó, với phân tích độ nhạy, chúng ta thiết
lập sự xấp xỉ của các ánh xạ bên trên thông qua các
dạng đạo hàm.
Một số kết quả về phân tích độ nhạy trong tối ưu
vectơ có thể được tham khảo tại các nghiên cứu của
Kuh H et al. (1996) [1, 2], Shi DS (1991) [3], Shi DS
(1993) [4], Tanino T (1988) [5, 6]. Trong nghiên cứu
của Tanino T (1998) [5], Tanino thiết lập kết quả về
phân tích độ nhạy trong tối ưu véctơ dùng đạo hàm
tiếp xúc (xem Aubin JP và Frankowwka (1990) [7]).
Với các giả thiết nhẹ hơn so với Tanino T (1998) [5],
Shi đã giới thiệu đạo hàm TP trong Shi DS (1991) [3]
và sau đó xây dựng tính chất nhạy được xem là sự
mở rộng của Tanino. Năm 1996, Kuk và các đồng
nghiệp đề xuất hướng phát triển khác từ kết quả của
Tanino [1, 2].
Khi nghiên cứu về phân tích độ nhạy, khái niệm đạo
hàm đóng vai trò quan trọng. Một số kết quả về đạo
hàm suy rộng cấp hai và cấp cao đang được phát triển
gần đây [8–15]. Wang và Li đạt được kết quả về phân
tích độ nhạy cấp cao trong tối ưu véctơ không lồi [16].

Sau đó, nhóm tác giả này mở rộng kết quả cho ánh
xạ nhiễu proper dùng đạo hàm tiếp xúc cấp hai [17].
Vào năm 2017, Xu và Peng dùng đạo hàm tiếp xúc cấp
cao thiết lập kết quả về phân tích độ nhạy cho ánh xạ
nhiễu proper theo kiểu Henig [18].
Xuất phát từ ý tưởng của các kết quả nghiên cứu trước
đây [9, 11, 13, 17, 18], trong bài báo này chúng tôi
dùng đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp trong phân
tích độ nhạy. Cụ thể, dùng đạo hàm này, chúng tôi
thành lập mối quan hệ giữa đạo hàm theo tia cấp hai
dạng hợp của ánh xạ F và của ánh xạ F+C. Sau đó,
chúng tôi trình bày kết quả về phân tích độ nhạy cấp
hai cho bài toán tối ưu đa trị tham số.

MỞĐẦU
Trong bài báo này, chúng tôi giả sử X, Y là các không
gian định chuẩn, C là nón lồi đóng có đỉnh trong
không gian Y. Ký hiệu 0X là điểm gốc của không gian
X. Cho M là tập con khác rỗng của Y, khi đó cl(M)
là bao đóng của tậpM. Nón sinh bởi tậpM được xác
định bởi

cone(M) := {ty|t ≥ 0, y ∈ M}

Tập lồi khác rỗng B được gọi là cơ sở của nón C nếu
0Y ̸∈ cl(B) và cone(B) =C.

Trích dẫn bài báo này: Ngọc P L B, Tùng N T, Nghĩa N H. Đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp của ánh
xạ nhiễu trong tối ưu đa trị. Sci. Tech. Dev. J. - Nat. Sci.; 4(3):567-572.
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Điểm y0 ∈ M được gọi là điểm hữu hiệu Pareto củaM
nếu (M−y0)∩ (−C) = {0Y }. Tập các điểm hữu hiệu
pareto củaM được ký hiệu là MincM.
Nhận xét 2.1. Với C là nón lồi đóng trong Y, ta có
MincM=Minc(M+C).
Cho ánh xạ đa trị F : X → 2Y , miền hữu hiệu, miền
ảnh và đồ thị của được định nghĩa như sau:

dom(F) := {x ∈ X |F(x) ≠∅} ,
im(F) := {y ∈ Y |y ∈ F(X)} ,

gr(F) := {(x,y) ∈ X ×Y |y ∈ F(x)} .

Định nghĩa 2.1 ([7, 19]). Cho S ⊆ X , x ∈ cl(S).

• Nón tiếp xúc của S tại x được xác định bởi

T (S,x) :=
{

u ∈ X |∃tn → 0+, ∃un → u, x+ tnun ∈ S
}
.

• Nón theo tia của S tại x được xác định bởi

R(S,x) := {u ∈ X |∃tn > 0, ∃un → u, x+ tnun ∈ S} .

Nhận xét 2.2. ([7, 20]) (i) T (S,x), R(S,x) là các nón
đóng.
(i) T (S,x)⊆ R(S,x).

(ii) R(S,x) = clcone(S− x).

(iii) Nếu S lồi thì T (S,x), R(S,x) là lồi và

T (S,x) = R(S,x) = clcone(S− x).

(iv) R(R(S,x),0) = R(S,x).

(v) Với u ∈ R(S,x), ta có

R(R(S,x),0) = clcone(cone(S− x)−u).

Dựa vào ý tưởng của nón kề ([7]) và nón theo tia trong
([13]) chúng tôi đề xuất định nghĩa sau.
Định nghĩa 2.2. (i) Cho S ⊆ X , x ∈ cl(S). Nón theo
tia dưới của S tại x được xác định bởi

Rl(S,x) := {u ∈ X |∀tn > 0, ∃un → u, x+ tnun ∈ S} .

(ii) Cho S ⊆ X ×Y, (x,y) ∈ cl(S). Nón theo tia dưới
suy biến của S tại x được xác định bởi

Rls(S,x) := {(u,v) ∈ X ×Y |∃tn > 0, ∀un → u,
∃vn → v, (x+ tnun, y+ tnvn) ∈ S}.

ĐẠOHÀM THEO TIA CẤP HAI DẠNG
HỢP CỦA ÁNH XẠĐA TRỊ
Trong phần này, chúng tôi thiết lập mối quan hệ giữa
đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp của ánh xạ F và
của ánh xạ F+C, được định nghĩa bởi (F +C)(x) :=
F(x)+C.

Định nghĩa 3.1. Cho F : X → 2Y , (x,y) ∈ gr(F) và
(u,v) ∈ X ×Y.
(i) Đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp của F tại (x,y)
ứng với (u,v) là ánh xạ đa trị D2

crF(x,y,u,v) : X → 2Y

được định nghĩa như sau

gr(D2
crF(x,y,u,v,)) := R(R(gr(F),(x,y)), (u,v)).

(ii) Đạo hàm theo tia dạng hợp dưới suy biến cấp
hai của F tại (x,y) ứng với (u,v) là ánh xạ đa trị
D2

lsF(x,y,u,v) : X → 2Y được định nghĩa như sau

gr(D2
lsF(x,y,u,v,)) := Rls(Rls(gr(F),(x,y)), (u,v)).

(iii) Ánh xạ F được gọi là có nửa đạo hàm theo tia cấp
hai dạng hợp tại (x,y) ứng với (u,v) nếu

D2
crF(x,y,u,v)(x′) = D2

lsF(x,y,u,v)(x′).

Địnhnghĩa 3.2. ([11]) Tập con S ⊆Y được gọi là thoả
tính chất C-trội nếu S ⊆ MinCS+C.

Mệnh đề 3.1. Cho F : X → 2Y , (x,y) ∈ gr(F) và
(u,v) ∈ X ×Y.Khi đó,

D2
crF(x,y,u,v)(x′)+C ⊆ D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′).

Chứng minh. Lấy w ∈ D2
crF(x,y,u,v)(x′) và c ∈ C.

Khi đó, tồn tại tn > 0, (xn,wn)→ (x′,w) sao cho

(u,v)+ tn(xn,wn) ∈ R(grF, (x,y)).

Theo định nghĩa của nón theo tia, với mỗi n, tồn tại
tk
n > 0, (xk

n, wk
n)→ (u,v)+ tn(xn, wn) sao cho

(x,y)+ tk
n(x

k
nwk

n) ∈ gr(F).

Vì c ∈C, tn > 0 nên ta có

(x,y)+ tk
n(x

k
n, wk

n + tnc) ∈ gr(F +C).

Dễ thấy (xk
n, wk

n + tnc) → (u,v) + tn(xn,wn + c) khi
k → ∞, do đó

(u,v)+ tn(xn, wn + c) ∈ R(gr(F +C), (x,y)).□

Hơn nữa vì (xn, wn +c)→ (x′, w+c) khi n → ∞ nên
(x′, w+ c) ∈ R(R(gr(F +C), (x,y)), (u,v)), tức là,
w+ c ∈ D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′).
Mệnh đề 3.2. Cho F : X → 2Y , (x,y) ∈ gr(F) và
(u,v) ∈ X ×Y.Giả sử C có cơ sở compact B. Khi đó,

MinCD2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′)⊆ D2

crF(x,y,u,v)(x′).
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Chứng minh. Lấy w ∈ MinCD2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′),

suy ra w ∈ D2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′). Khi đó, tồn tại

tn > 0, (xn,wn)→ (x′,w) sao cho

(u,v)+ tn(xn, wn) ∈ R(gr(F +C), (x,y)).

Theo định nghĩa của nón theo tia, với mỗi n, tồn tại
tk
n > 0, (xk

n, wk
n)→ (u,v)+ tn(xn, wn) sao cho

(x, y)+ tk
n(x

k
n, wk

n) ∈ gr(F +C).

Khi đó tồn tại dãy ck ∈C sao cho

y+ tk
n

(
wk

n −
1
tk
n

ck

)
∈ F(x+ tk

nxk
n). (1)

Vì nón C có cơ sở compact B nên tồn tại αk > 0, bk ∈
B (bk → b ∈ B) sao cho ck := αkbk. Từ (1) ta có

y+ tk
n

(
wk

n −
αk

tk
n

bk

)
∈ F(x+ tk

nxk
n). (2)

Ta chứngminh rằng αk
tntk

n
→ 0 khi k →∞. Giả sử ngược

lại, tồn tại ε < 0 sao cho αk
tntk

n
≥ ε, ∀k, từ (2) ta suy ra

y+ tk
n(w

k
n − εtnbk) =

y+ tk
n

(
wk

n − αk
tk
n

bk

)
+(αkbk − εtntk

nbk)

= y+ tk
n

(
wk

n − αk
tk
n

bk

)
+ tntk

nbk

(
αk
tntk

n
− ε

)
∈ (F +C)(x+ tk

nxk
n).

Vì wk
n → v + tnwn, bk → b khi k → ∞ nên wk

n −
εtnbk → v+ tnwn − εtnb(k → ∞). Mặt khác, do xk

n →
u+ tnxn khi k → ∞ nên

(u,v)+ tn(xn,wn − εb) ∈ gr((F +C), (x,y)).

Ngoài ra, ta có (xn, wn − εb)→ (x′, w− εb) khi n →
∞ nên

(x′, w− εb) ∈ R(R(gr(F +C), (x, y)), (u, v)),

tức là, w− εb ∈ D2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′), mâu thuẫn

với tính chất w ∈ MinCD2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′). Vậy

αk
tntk

n
→ 0 khi k → ∞, suy ra αk

tk
n
→ 0 khi k → ∞.

Vì (xk
n, wk

n)→ (u,v)+ tn(xn,wn) nên(
xk

n, wk
n −

αk

tk
n

bk

)
→ (u,v)+ tn(xn,wn).

Từ (2), ta có

(u,v)+ tn(xn, wn) ∈ R(grF, (x,y)).

Hơn nữa vì (xn, wn) → (x′, w) khi n → ∞ nên
(x′, w) ∈ R(R(grF, (x, y)), (u, v)), tức là,

w ∈ D2
cr(F)(x,y,u,v)(x′).□

Mệnh đề 3.3. Cho F : X → 2Y , (x, y) ∈ gr(F) và
(u, v) ∈ X ×YGiả sử C có cơ sở compact B và D2

cr(F +

C)(x,y,u,v)(x′) thoả tính chất C-trội với mọi x. Khi
đó,

D2
crF(x,y,u,v)(x′)+C = D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′)

Chứng minh. Theo Mệnh đề 3.1, ta chỉ cần chứng
minh

D2
crF(x,y,u,v)(x′)+C ⊇ D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′).

Thật vậy, vìD2
cr(F+C)(x,y,u,v)(x′) thoả tính chấtC-

trội với mọi x nên

D2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′)

⊆ MinCD2
cr(F+C)(x,y,u,v)(x′)+C

⊆ D2
crF(x,y,u,v)(x

′)+C

(theo Mệnh đề 3.2).
Vậy mệnh đề được chứng minh.
Vídụ3.1. ChoX =Y =R, C =R+, F : X → 2Y được
xác định bởi F(x) :=

{
y ∈ Y |y ≥ x6/5

}
. Với (x, y) =

(0, 0), (u, v) = (1, 0), tính toán trực tiếp ta được

D2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′) = D2

crF(x,y,u,v)(x′)
= {y′ ∈ Y |y ≥ 0} .

Ta có thể kiểm tra rằng D2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′) thoả

tính chất C-trội và do đó kết luận của Mệnh đề 3.3
thoả, tức là,

D2
crF(x,y,u,v)(x′)+C = D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′).

Tuy nhiên, đạo hàm tiếp xúc cấp hai của F tại (x, y)
theo (u, v) có giá trị là D2(F +C)(x,y,u,v)(x′) =
∅, do đó giả thiết về tính C-trội của D2

cr(F +

C)(x,y,u,v)(x′) không thoả. Vậy Mệnh đề 3.3
trong [17] không thể sử dụng (tương tự cho Định lý
3.1(i) trong [18]).

ĐẠOHÀM THEO TIA CẤP HAI DẠNG
HỢP CỦA ÁNH XẠNHIỄU
Trong phần này, chúng tôi xét bài toán tối ưu đa trị
tham số (P) như sau:

MinCF(z, x) s.t. z ∈ G(x),

trong đó F : Z×X → 2Y , G : X → 2Z , z là biến quyết
định, x là tham số. Định nghĩa ánh xạ H : X → 2Y

như sau

H(x) := {y ∈ Y |y ∈ F(z, x), z ∈ G(x)} ,

H được gọi là ánh xạ tập giá trị chấp nhận được trong
không gian mục tiêu. Từ bài toán (P), chúng tôi định
nghĩa ánh xạ S : X → 2Y như sau

S(x) := MinCH(x),

được gọi là ánh xạ nhiễu của bài toán (P).
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Định nghĩa 4.1. ([11]) Ánh xạ H được gọi là C-
minicomplete bởi S nếu với mọi x, ta có

H(x)⊆ S(x)+C.

Bổ đề 4.1. Cho (x, y) ∈ gr(S), (u, v) ∈ X ×Y . Nếu H
là C-minicomplete bởi S thì

D2
cr(H +C)(x,y,u,v)(x′) = D2

cr(S+C)(x,y,u,v)(x′).

Chứng minh. Vì S(x)⊆ H(x) nên (S+C)(x)⊆ (H +

C)(x). Mặt khác, theo giả thiết ta có H(x)⊆ S(x)+C,
suy ra

(H +C)(x)⊆ (S+C)(x).

Do đó (H +C)(x) = (S+C)(x) và

D2
cr(H +C)(x,y,u,v)(x′) = D2

cr(S+C)(x,y,u,v)(x′).□

Định lý 4.1.Cho (x, y) ∈ gr(S), (u, v) ∈ X ×Y . Giả
sử C có cơ sở compact B và các giả thiết sau đây thoả:
(i) H là C-minicomplete bởi S;
(ii) D2

cr(H +C)(x,y,u,v)(x′) thoả tính C-trội với mọi
x’.
Khi đó,

MinCD2
crH(x,y,u,v)(x′)⊆ D2

crS(x,y,u,v)(x′). (3)

Chứng minh. Theo Bổ đề 4.1, ta có:

D2
cr(H +C)(x,y,u,v)(x′) = D2

cr(S+C)(x,y,u,v)(x′).

Từ giả thiết (ii), D2
cr(H +C)(x,y,u,v)(x′) cũng thoả

tính C-trội. Theo Mệnh đề 3.3, ta có:

D2
crF(x,y,u,v)(x′)+C = D2

cr(F +C)(x,y,u,v)(x′),
D2

crS(x,y,u,v)(x′)+C = D2
cr(S+C)(x,y,u,v)(x′).

Suy ra

MinCD2
crF(x,y,u,v)(x′)

⊆ MinCD2
cr(F +C)(x,y,u,v)(x′)

⊆ MinCD2
cr(S+C)(x,y,u,v)(x′)

⊆ D2
crS(x,y,u,v)(x′).□

Chiều ngược lại của (3) được suy ra từ kết quả sau đây.
Định lý 4.2.Cho (x, y) ∈ gr(S), (u, v) ∈ X ×Y Giả sử
các giả thiết sau đây thoả:
(i) H có nửa đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp tại (x,y)
ứng với (u, v);
(ii) H là C-minicomplete bởi S;
(iii) S(x) chỉ chứa một điểm.
Khi đó,

D2
crS(x,y,u,v)(x′)⊆ MinCD2

crH(x,y,u,v)(x′).

Chứng minh. Lấy

w ∈ D2
crS(x,y,u,v)(x′) ∈ D2

crH(x,y,u,v)(x′).

Khi đó, tồn tại tn > 0, (xn, wn)→ (x′, w) sao cho

(u, v)+ tn(xn, wn) ∈ R(grS, (x, y)).

Theo định nghĩa của nón theo tia, với mỗi n, tồn tại
tk
n > 0, (xk

n, wk
n)→ (u,v)+ tn(xn, wn) sao cho

(x, y)+ tk
n(x

k
n, wk

n) ∈ grS,

hay

y+ tnwk
n ∈ S(x+ tk

nxk
n)⊆ H(x+ tk

nxk
n). (4)

Giả sửw ̸∈MinCD2
crH(x,y,u,v)(x′), khi đó tồn tại −w∈

D2
crH(x,y,u,v)(x′) sao cho

(
−
w−w) ∈ −C\{0Y } . (5)

Theo giả thiết (i), với tn, xn như trên tồn tại −
wn → −

w
sao cho

(u, v)+ tn(xn,
−

wn) ∈ R(grH, (x, y)).

Hơn nữa, với mỗi n, với tk
n , xk

n như trên tồn tại
−

wk
n →

v+ tn
−

wn sao cho

(x, y)+ tk
n(x

k
n,

−
wk

n) ∈ grH,

hay

y+ tk
n

−
wk

n ∈ H(x+ tk
nxk

n).

Từ giả thiết (ii), (iii) và (4), ta có
−

wk
n −wk

n ∈C, ∀k, n.
Vì C là nón đóng nên suy ra tn(

−
wn −wn) ∈C, ∀n, do

đó (−
w−w

)
∈C,

mâu thuẫn (5). Vậy w ̸∈ MinCD2
crH(x,y,u,v)(x′).□

Hệ quả 4.3. Cho (x, y) ∈ gr(S), (u, v) ∈ X ×Y . Giả
sử các giả thiết của Định lý 4.1 và 4.2 đều thoả. Khi đó,

D2
crS(x,y,u,v)(x′)⊆ MinCD2

crH(x,y,u,v)(x′).

KẾT LUẬN
Trong bài báo này, chúng tôi nhắc lại khái niệm đạo
hàm theo tia cấp hai dạng hợp. Sau đó chúng tôi thành
lập mối quan hệ giữa đạo hàm của ánh xạ F và F+C.
Từ đó, chúng tôi thu được các kết quả về phân tích độ
nhạy cho bài toán tối ưu đa trị tham số. Các kết quả
đạt được là mới và cải tiến hơn so với những bài báo
gần đây.

XUNGĐỘT LỢI ÍCH
Các tác giả khẳng định không có xung đột lợi ích đối
với các nghiên cứu, tác giả, và xuất bản bài báo.
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ĐÓNGGÓP CỦA CÁC TÁC GIẢ
Phạm Lê Bạch Ngọc: Tìm mối liên hệ giữa các dạng
đạo hàm suy rộng. Tìm hiểu các áp dụng của những
đạo hàm đã có vào dạng thích hợp. Đề xuất đạo hàm
theo tia dạng hợp cấp hai. Tìm hiểu về cách áp dụng
của đạo hàm theo tia cấp hai dạng hợp trong phân tích
độ nhạy. Viết bản thảo bài báo.
Nguyễn Thanh Tùng: Tìm mối liên hệ giữa các dạng
đạo hàm suy rộng. Tìm hiểu các áp dụng của những
đạo hàm đã có vào dạng thích hợp. Đề xuất đạo hàm
theo tia dạng hợp cấp hai và tìm hiểu các tính chất của
nó. Viết bản thảo bài báo.
Nguyễn Huỳnh Nghĩa: Lược khảo tài liệu về các dạng
đạo hàm. Tìm hiểu về mối liên hệ giữa các dạng đạo
hàm suy rộng. Tìm hiểu các áp dụng của những đạo
hàm đã có vào dạng thích hợp. Hỗ trợ tính toán một
số ví dụ minh họa trong bài báo.
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ABSTRACT
In the paper, we study the generalized differentiability in set-valued optimization, namely stydying
the second-order composed radial derivative of a given set-valued mapping. Inspired by the adja-
cent cone and the higher-order radial con in Anh NLH et al. (2011), we introduce the second-order
composed radial derivative. Then, its basic properties are investigated and relationships between
the second-order compsoed radial derivative of a given set-valued mapping and that of its profile
are obtained. Finally, applications of this derivative to sensitivity analysis are studied. In detail, we
work on a parametrized set-valued optimization problem concerning Pareto solutions. Based on
the above-mentioned results, we find out sensitivity analysis for Pareto solution mapping of the
problem. More precisely, we establish the second-order composed radial derivative for the per-
turbation mapping (here, the perturbation means the Pareto solution mapping concerning some
parameter). Some examples are given to illustrate our results. The obtained results are new and
improve the existing ones in the literature.
Keywords: second-order composed radial derivative, perturbation mappings, sensitivity analysis,
parametric set-valued optimization
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