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Áp d�ng ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên 

b�c cao cho h� Van der Pol v�i th�i gian tr� 

ch�u kích ��ng ng�u nhiên 
D��ng Ng�c H�o, Nguy�n �ông Anh, Nguy�n Quang D�ng 

 
  

Tóm t�t—Bài báo nghiên c�u h� Van der Pol v�i 

th�i gian tr� ch�u kích ��ng ng�u nhiên b�ng 

ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên b�c cao. 

Tr��c h�t, h� ban ��u ���c x�p x� v�i h� không 

còn tr� th�i gian v�i gi� thi�t các bi�n tr�ng thái là 

các quá trình bi�n ��i ch�m. Sau �ó, áp d�ng 

ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên b�c cao cho 

h� t��ng ���ng này. B�ng cách này, l�n ��u tiên 

nghi�m x�p x� b�c ba d�ng gi�i tích c�a hàm m�t 

�� xác su�t d�ng c�a h� Van der Pol có tr� th�i 

gian ���c tính. �nh h��ng c�a tham s� tr� th�i 

gian lên �áp �ng ���c kh�o sát. K�t qu� tính toán 

���c so sánh v�i mô ph�ng Monte-Carlo cho th�y 

nghi�m trung bình b�c hai có �� chính xác t�t h�n 

nhi�u so v�i nghi�m trung bình tiêu chu�n. 

T� khóa—Van der Pol, ph��ng pháp trung bình 

ng�u nhiên, th�i gian tr�, kích ��ng ng�u nhiên 

 

1 GI�I THI�U 

h��ng pháp trung bình ng�u nhiên l�n ��u tiên 

���c �� xu�t b�i Stratonovich [1], là ph��ng 

pháp ���c phát tri�n t� ph��ng pháp trung bình 

cho h� t�t ��nh do các nhà khoa h�c ng��i Nga 

Krylov và Bogoliubov [2] phát minh. Ph��ng pháp 

này ���c s� d�ng r�ng rãi �� phân tích g�n �úng 

các h� dao ��ng có c�n y�u ch�u kích ��ng ng�u 

nhiên d�i r�ng (Roberts và Spanos, 1986 [3]). 

Ph��ng pháp này cho phép thay th� các quá trình 

Markov hai chi�u c� b�n cho �áp �ng b�ng m�t 

quá trình Markov m�t chi�u cho quá trình biên �� 

( )a t
 c�a �áp �ng. Ph��ng trình Fokker-Planck 
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(FP) t��ng �ng cho 
( )a t

 có th� ���c gi�i gi�i 

tích d� dàng cho ta bi�u th�c c�a phân b� xác 

su�t d�ng c�a quá trình biên ��. B�ng cách xem 

xét quá trình pha t��ng �ng, có th� có ���c bi�u 

th�c gi�i tích g�n �úng cho phân ph�i ��ng th�i 

c�a chuy�n d�ch và v�n t�c c�a �áp �ng, t� �ó có 

th� tính ���c các s� li�u th�ng kê liên quan.  

Trong ph��ng pháp này, �áp �ng c�a h� có 

c�n y�u ch�u kích ��ng d�i r�ng ���c x�p x� b�i 

m�t quá trình khuy�ch tán. Các h� s� c�a 

ph��ng trình FP t��ng �ng ���c tính toán d�a 

trên phép l�y trung bình các ph��ng trình chuy�n 

��ng. �i�m m�nh c�a nh�ng ph��ng pháp này � 

ch� chúng th��ng làm gi�m s� chi�u c�a bài 

toán và làm ��n gi�n các tính toán tìm nghi�m. 

V�i các �u �i�m này chúng c�ng ���c áp d�ng 

cho các h� trong �ó các �áp �ng �ã là Markov. 

Ph��ng pháp trung bình ���c s� d�ng r�ng rãi 

trong các v�n �� d� �oán �áp �ng, phân tích �n 

��nh… [4, 5]. 

Dù ���c áp d�ng r�ng rãi và khá hi�u qu� 

nh�ng ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên c�ng 

có h�n ch� là trong vài tr��ng h�p, các thông s� 

phi tuy�n b� m�t trong quá trình trung bình hoá. 

�� kh�c ph�c �i�u này, tác gi� N.D. Anh cùng 

c�ng s� [6-8] �ã m� r�ng ph��ng pháp trung 

bình ng�u nhiên theo các tính toán b�c cao h�n.  

M�c �ích c�a bài báo này là áp d�ng ph��ng 

pháp trung bình ng�u nhiên b�c cao �� tìm 

nghi�m trung bình b�c ba cho h� Van der Pol 

ch�u kích ��ng ng�u nhiên và l�c �i�u khi�n v�i 

th�i gian tr�. �ây là h� dao ��ng phi tuy�n kinh 

�i�n v�i thành ph�n c�n phi tuy�n. C�u trúc c�a 

bài báo nh� sau: trong m�c 2, chúng tôi trình bày 

ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên b�c cao áp 

d�ng cho h� có th�i gian tr� ch�u kích ��ng ng�u 

nhiên trong tr��ng h�p t�ng quát; sau �ó áp 

P 
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d�ng vào h� dao ��ng Van der Pol ���c trình bày 

trong m�c 3; m�c 4 trình bày k�t qu� so sánh s� 

gi�a nghi�m gi�i tích và k�t qu� mô ph�ng b�ng 

ph��ng pháp Monte-Carlo. Bài vi�t k�t thúc b�ng 

m�t s� k�t lu�n trong m�c 5. 

2 PH��NG PHÁP 

Ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên b�c cao 

Xét h� m�t b�c t� do ch�u kích ��ng ng�u 

nhiên ���c mô t� b�i ph��ng trình ôtônôm  

 
( ) ( )2 , , tx x f x x g x xw e e x+ = +

    (1) 

trong �ó tx  là nhi�u tr�ng v�i c��ng �� ��n 

v�, e  là tham s� d��ng nh�, 0w > , f và g là hàm 

d�ng �a th�c c�a chuy�n d�ch và v�n t�c.  

Gi� s� ph��ng trình (1) có �áp �ng d�ng. Khi 

�ó ph��ng trình (1) có th� ���c xem nh� m�t h� 

ph��ng trình vi phân ng�u nhiên   

 
( ) ( )2 , , t

dx xdt

dx x f x x dt g x x dBw e e

=

é ù= - + +ë û  (2) 

trong �ó tB  là chuy�n ��ng Brown tiêu chu�n. 

Khi 0e = , ph��ng trình (1) có nghi�m tu�n hoàn 

d�ng:

( ) ( ) ( )cos , sin ,x a t x a t t tj w j j w q= = - = +
 

(3) 

�� áp d�ng ph��ng pháp trung bình ng�u 

nhiên, bi�n ��i c�p tr�ng thái 
( ),x x

 theo biên �� 

và pha 
( ),a q

 theo công th�c (3). Áp d�ng qui t�c 

Itô, h� (2) ���c trình bày nh� sau: 

 

2 2

2

2

2

1 1
cos sin sin ,

2

1 1
sin 2 cos cos ,

2

t

t

da g f dt g dB
a

d g f dt g dB
a aa

e
e j j j

w ww

e
q e j j j

w ww

é ù
= - -ê ú

ë û

é ù
= - - -ê ú

ë û  

(4) 

trong �ó    

 
( ), ,f f x x=

 
( ),g g x x=

.       (5) 

Ph��ng trình Fokker-Planck (FP) cho hàm 

m�t �� xác su�t 
( ), ,W a tq

 c�a h� (4) có d�ng:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 11 12 222 2

1
2

2

W
K W K W K W K W K W

t a aa
e

q q q

ì üé ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï ï
= + - + +í ýê ú

¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ï ïë ûî þ

    (6) 

trong �ó  

 

( )

( )

2 2
1 2

2
2 2

1 1
, cos sin ,

2

1 1
, sin 2 cos ,

2

K a g f
a

K a g f
aa

j j j
ww

j j j
ww

= -

= - -

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
11 2

2
12 2

2
2

22 2 2

1
, sin , ,

cos sin
, , ,

cos
, , .

K a g a

K a g a
a

K a g a
a

j j j
w

j j
j j

w

j
j j

w

=

=

=
                    (7) 

Nh� �ã bi�t, gi�i ph��ng trình FP là m�t 

vi�c r�t khó. Tuy nhiên, có th� gi�i x�p x� nó 

b�ng cách dùng ph��ng pháp trung bình. Trung 

bình hoá ph��ng trình FP (6) ���c ph��ng trình 

FP trung bình    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 11 12 222 2

1
2

2

W
K W K W K W K W K W

t a aa
e

q q q

ì üé ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï ï
= + - + +í ýê ú

¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ï ïë ûî þ

(8) 

v�i d�u g�ch trên ch� toán t� trung bình theo 

th�i gian t , 

 

2 / 2

0 0

1 1
.

2 2
f fdt fd

p w p

j
p p

= =ò ò
        (9) 

N�u hàm m�t �� xác su�t d�ng 
( ),W a q

 

t�n t�i thì nó s� tho� ph��ng trình   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 11 12 222 2

1
2

2
K W K W K W K W K W

a aaq q q

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶
+ = + +ê ú

¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ë û

.                                  (10) 

Nghi�m c�a ph��ng trình (10) ph�i không 

âm và ���c chu�n hoá. Vì ph��ng trình (1) là 

ôtônôm nên ph��ng trình (8) � d�ng ��n gi�n  

( )( ) ( )( )
2

1 112

1

2

W
K a W K a W

t a a
e

é ù¶ ¶ ¶
= -ê ú

¶ ¶ ¶ë û         (11) 

Vì v�y ph��ng trình (10) tr� thành  
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( )( ) ( )( )
2

1 112

1

2
K a W K a W

a a

¶ ¶
=

¶ ¶ ,        (12) 

v�i �i�u ki�n ban ��u 
( )0 0, ,W a t a t

. Gi�i 

ph��ng trình (12) ���c nghi�m   

( )
( )

( )
( )

1

11 11

2
exp

K aC
W a da

K a K a

ì üï ï
= í ý

ï ïî þ
ò

,       (13) 

trong �ó  C  là h�ng s� chu�n hoá xác ��nh t� 

�i�u ki�n 

 
( )

2

0 0

, 1W a dad
p

j j
¥

=ò ò
       (14) 

�� tìm nghi�m x�p x� b�c cao c�a ph��ng 

trình (6), ��nh ngh�a hai toán t� sau v�i 
( ),jK a j

, 

( ),ijK a j
, 

, 1,2i j =
 là các hàm cho tr��c [7] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 11 12 222 2

1 2
,

2
i ijK K L W K W K W K W K W K W

a aaj j j

é ù¶ ¶ ¶ ¶ ¶
é ù = + - + +ê úë û ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶ë û

 

( )
2 2

1 2 11 12 22

2 2

11 12 22 12
1 2

22 2

11 122

22

22 2

1 1
,

2 2

1
2

2

i ij

K K K K K
K K W

a aa

K K K KW W
K K

a a a

W W W W W
K K

a a aa

W W
K

j j j

j j j

j j

jj

¶ ¶ ¶ ¶ ¶
é ù = + - - -ë û ¶ ¶ ¶ ¶¶ ¶

¶ ¶ ¶ ¶æ ö æ ö¶ ¶
+ - - + - -ç ÷ ç ÷

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø è ø

ì æ ö æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ï æ ö
- + + +ç ÷í ç ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ¶¶ è ø è øï è øî

æ öæ ö¶ ¶
ç+ + ç ÷ç ¶¶ è øè

.
üï

÷ý÷ïøþ  

V�i ký hi�u toán t� trên, ph��ng trình (6) 

���c vi�t l�i d�ng  

 
, ( )i ij

W
K K L Ww e

j

¶
é ù= - ë û¶ .        (15) 

Gi� s�  

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 2, , , , , , 1, 2i io i iK a K a R a R a ij e j j e j e= + + + =

(16) 

Khi �ó nghi�m x�p x� c�a (6) có th� tìm ���c 

d��i d�ng  

 
2

0 1 2 ...W W W We e» + + +
                 (17) 

trong �ó  

  

( ) 10
0

11 11

exp 2
KC

W a da
K K

æ ö
= ç ÷

è ø
ò

,     (18)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 0 0 10 11

1
, , ,i ijW a K K L W d W a W a W aj j j

w
é ù= - = +ë ûò

                 (19) 

 

( ) ( ) [ ] ( ){ } ( ) ( ) ( )( )2 0 1 1 0 0 20 22

1
, , ,0 ,i ij iW a K K L W R L W d W a W a W aj j j

w
é ù= - - = +ë ûò

                 (20) 

 

( ) ( ) [ ] ( )
1

0 1 1
1

1
, , , 0 , 3, 4,...

n

n i ij n i nW a K K L W R L W d nj j
w

-

- - -
=

ì ü
é ù= - - =í ýë û

î þ
åò

                 (21) 

 

v�i  

( ) ( )( ){
( )( ) }

11 0 0
1

0 0

2 1
, , ln cos sin

, ln sin cos ,

i ij
n

i ij

W a K K W a n n
n

K K W a n n

j j j
w

j j

¥

=

é ù= - -ë û

é ùë û

å

(22) 

 

( )

( )
( )

( )
( )

10 11
10 11 11

11

0 011
11 11 11

0 0

2

1 1
2 2 ,

K W
W a K W

K a

W a W aR
K W R da

W a a a W a a

é ¶
= -ê

¶êë

ù¶ ¶¶
- - - ú

¶ ¶ ¶ úû

ò

     (23) 

 

( ) ( )( ){

( )
( )

22 0 11 0 10 11 10 0

011 11 21

0

1
, , ln

,

i i ij ijW a K W K W K W K W W a

W aR R R
d

a W a a

j
w

j
j

é ù= - + +ë û

¶ ü¶ ¶ ï
- - - ý

¶ ¶ ¶ ïþ

ò

     (24) 

 

( ) {
( )

( )

( ) }

0

20 10 22 11 22 11 22

11 0

11 10 11 21

1 1

2 .

W a
W a K W K W K W

K a W a a

R W W R da

¶¶
= - -

¶ ¶

+ + +

ò

 
    (25) 

T� các ph��ng trình (17) ��n (25), có x�p 

x� b�c ba cho nghi�m d�ng c�a (6) là  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }2
0 10 11 20 22, 1 , ,W a W a W a W a W a W aj e j e j= + + + +

     (26) 

�� ý, nghi�m (26) có th� âm, tuy nhiên �i�u 

này th��ng khó x�y ra khi khai tri�n hàm m�t �� 

theo ph��ng pháp � trên. 
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Nghi�m trung bình b�c cao c�a h� Van der Pol 

ng�u nhiên v�i th�i gian tr� 

M�c này chúng tôi s� d�ng ph��ng pháp 

trung bình ng�u nhiên b�c cao ���c trình bày trong 

ph�n tr��c �� nghiên c�u �áp �ng c�a h� Van der 

Pol d��i tác d�ng c�a l�c �i�u khi�n tr� và kích 

��ng ng�u nhiên có d�ng 

 

( )2 2
tx x x x x xw e a b V z esxD D

é ù+ - - + + =ë û   

(27) 

v�i 0a > , 
0b >

, 
0, ,w V z¹

, D  là các 

h�ng s�, e  là tham s� d��ng nh�, 
( )x x tD = - D

, 

( )x x tD = - D
, tx  là nhi�u tr�ng d�ng Gauss v�i 

c��ng �� ��n v�. 

Tìm nghi�m c�a ph��ng trình (27) � d�ng (3) 

s� có  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

cos ,

sin ,

x a t t t

x a t t t

w q

w w q

D

D

= - D - D + - Dé ùë û

= - - D - D + - Dé ùë û   

(28) 

T� (4), th�y r�ng a  và q  t� l� v�i tham s� bé 

e  nên có th� gi� thi�t r�ng 
( )a t

 và  
( )tq

 là các 

quá trình bi�n ��i ch�m. Do �ó, trong m�t chu k� 

2
T

p

w
=

 ta có th� thay  
( )a t - D

 b�ng 
( )a t

 và 

( )tq - D
 b�ng 

( )tq
. S� d�ng x�p x� này và (28) 

thay vào ph��ng trình (27) thu ���c ph��ng trình 

dao ��ng không còn th�i gian tr�:  

 
2 2

tx x x x x xw e b h k esxé ù+ - - + + =ë û   (29) 

v�i  

 cos sinh V w wz w= D + D , 

 
1cos sink a z w Vw w-= + D - D

.         (30) 

T� (5) và (7) tính ���c 

2
3

1 2

1

8 2 4

a
K a

a

k s
b

w
= - + +

2

2

2 2

11 12 222 2 2

3
,

8 2

, 0, ,
2 2

a
K

K K K
a

g h

w w

s s

w w

= -

= = =
         (31) 

Vì 11K  là h�ng s� nên t� (18) tính ���c x�p 

x� b�c m�t cho hàm m�t �� xác su�t c�a h� (27) 

là 

( )
2 2 2 4

1
0 0 0 2 2

11

2
exp exp

8

K a a
W a C da C a

K

kw w b

s s

ì ü
= = -í ý

î þ
ò

(32) 

v�i  0C  tính t� (14)   

2 2

0 2

1
2 2 2

exp 1 erf
2

C
w b w k wk

s bp ps s b

-
é ùæ öæ ö

= - +ê úç ÷ç ÷ ç ÷ê úè ø è øë û

 (33) 

trong �ó, 
( )erf x

 là hàm sai s� xác ��nh b�i 

ph��ng trình   

 
( ) ( )2

0

2
erf exp

x

x t dt
p

= -ò
.  

�� tìm nghi�m x�p x� b�c hai và b�c ba c�a 

(15), tính theo các công th�c (22) và (23) ���c 

( ) ( ) ( )

( )

4 2
2 2 4 2 2 2

11 2 2

2
2

2

sin 4 sin 2
, 4 12 4

64 32

cos 2
4 .

8

a a
W a a a a

a
a

wb j b j
j b k bw s w k

s ws

h j
b k

s

= - - - -

+ -

 (34) 

( )
2

10 22

a
W a

hk

s
= -

                        (35) 

T� công th�c (24) tính ���c 

22 2 4 6 8

2 4 6 8

sin 2 sin 4 sin 6 sin8

cos 2 cos 4 cos6 cos8 ,

W s s s s

c c c c

j j j j

j j j j

= + + +

+ + + +

 (36) 

trong �ó   

3 2 2 2
10 8 6 4 2

2 10 4 7 4 6 4 8 2 2 3

3 13 3
,

2 2 2 2 16 8
s a a a a a

wb h wkb h wk bh b h khb hb

s s s ws ws w

æ ö
= + - + - +ç ÷

è ø
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3 2 2
10 8 6 4

4 9 4 4 2 2

7 5
,

2 32 128 32
s a a a a

wb h wkb h b h khb

s s ws ws
= - + + -

  

3 2 2 2
10 8 6

6 10 4 7 4 4 8 2
,

2 2 64 2
s a a a

wb h wkb h wk bh b h

s s s ws

æ ö
= - + -ç ÷

è ø

 (37) 

2 4 2 3 3 2 2 2
12 10 8

2 12 4 9 10 2 8 4

2 2 2 2 2 2 2
6 4 2

2 4 2 2 2 4 2 2

7

2 2 2 2

5 3 13 9
,

64 16 16 16 4 64 16

c a a a

a a a

w b w kb b w k b

s s s

kb h bk h b k b h k b kb

s s w s s s w w

æ ö
= - + - +ç ÷

è ø

æ ö æ ö
+ - + - + + -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

 
2 4 2 3 3 2 2 2 2 2

12 10 8
4 12 4 9 4 10 2 8 4 8 4

2 2 2 2 2 2 2
6 4

4 8 2 4 7 2 6 2 2 2

15

2 2 2 2 2

17 11 3
,

32 2 16 2 2 64

c a a a

a a

w b w kb b w k b h b

s s s s s

h bk kb h k b h b k b

s s s w w s s

æ ö
= - + + - +ç ÷

è ø

æ ö æ ö
- + + - - +ç ÷ ç ÷

è ø è ø

 
2 4 2 3 2 2 2 3 2

12 10 8 6
6 12 4 9 4 8 4 10 2 2

19
,

2 2 2 3.2 48
c a a a a

w b w kb w k b b kb

s s s s s

æ ö
= - + - +ç ÷

è ø

 

2 4 2 3 3 2 2 2
12 10 8

8 14 4 11 4 12 2 10 4
.

2 2 2 2
c a a a

w b w kb b w k b

s s s s

æ ö
= - + + -ç ÷

è ø  

(38) 

Tính t� công th�c (25) s� có ���c  

( )
2 2 2 3 2 2 3 2 2 2

12 10 8
20 14 4 11 4 8 4 13 2 10 4

89 5 109 5

9.2 2 2 2 2
W a a a a

w b w kb h b b w k b

s s s s s

æ ö
= - - + - +ç ÷

è ø

 
2 2 2 2 2 2 2 2

6 4 2

2 4 2 2 2 2 4 2 2 2

29 39 9 3 9
.

384 32 256 64 64 16 4 16
a a a

kb h bk b k b h b h k h k kb

s s w s w s s w s w

æ ö æ ö æ ö
+ + + - - - - +ç ÷ ç ÷ ç ÷

è ø è ø è ø

      (39) 

Nh� v�y, nghi�m x�p x� b�c hai c�a (27) là  

 

( ) ( ) ( ){ }
2 2 2 4

1 1 10 112 2
, exp 1 ,

8

a a
W a C a W a W a

kw w b
j e j

s s

æ ö
= - + +é ùç ÷ ë û

è ø

     (40) 

trong �ó 1C  là h�ng s� chu�n hoá. Nghi�m 

x�p x� b�c ba c�a (27) là  

 

( ) ( ) ( ){

( ) ( ) }

2 2 2 4

2 2 10 112 2

2
20 22

, exp 1 ,
8

, ,

a a
W a C a W a W a

W a W a

kw w b
j e j

s s

e j

æ ö
= - + +é ùç ÷ ë û

è ø

+ +é ùë û

     (41) 

v�i 2C  là h�ng s� chu�n hoá. 

3 K�T QU� VÀ TH�O LU�N 

Trong b�ng tính bên d��i, k�t qu� mô 

ph�ng s� c�a giá tr� trung bình �áp �ng bình 

ph��ng 
( )2E x

  ���c tính b�ng ph��ng pháp 

Monte-Carlo v�i 10.000 m�u, còn giá tr� x�p x� 

trung bình �áp �ng bình ph��ng c�a h� (27) 

���c tính b�i  

( ) ( )
2

2 2 2

0 0

cos ,E x a W a d da
p

j j j
¥

= ò ò
 (42) 

v�i 
( ),W a j

 là m�t �� xác su�t d�ng c�a h� 

(27) ���c xác ��nh gi�i tích b�i các công th�c 

(32), (40), (41) t��ng �ng v�i các công th�c x�p 

x� b�c m�t, b�c hai và b�c 3.  

Các b�ng 1,2 tính toán s� v�i  1a = , 

5b = , 1w = , 1V = , 1z = . K�t qu� tính t� 

b�ng 1 cho th�y khi tham s� tr� D  t�ng t� 0,1 

��n 1 thì trung bình �áp �ng gi�m d�n t� kho�ng 

0,8 v� 0,48. B�ng này c�ng cho th�y k�t qu� tính 

toán theo ph��ng pháp trung bình b�c cao t�t 

h�n ph��ng pháp trung bình tiêu chu�n (b�c 1).    

B�ng 1. So sánh các nghi�m trung bình v�i mô ph�ng s� khi D  thay ��i ( 0,01e = , 
2 1s = ) 

 

D  Mô ph�ng s�  
X�p x� b�c 1 X�p x� b�c 2 X�p x� b�c 3 

( )2
1E x

 
Error (%) ( )2

2E x
 

Error (%) ( )2
3E x

 
Error (%) 

0,1 0,7945 0,8025 1,01 0,803479 1,13 0,803572 1,14 

0,2 0,7781 0,7656 1,61 0,766829 1,45 0,766918 1,44 

0,4 0,6942 0,6890 0,76 0,690555 0,53 0,690636 0,52 

0,6 0,6427 0,6128 4,65 0,614781 4,34 0,614856 4,33 

0,8 0,5433 0,5419 0,25 0,544123 0,15 0,544194 0,16 

1 0,4823 0,4795 0,58 0,481778 0,10 0,481844 0,08 
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B�ng 2. So sánh các nghi�m trung bình v�i mô ph�ng s� khi D  thay ��i ( 0,1e = , 
2 5s = ) 

 

D  

Mô ph�ng s� 

( )2E x
  

X�p x� b�c 1 X�p x� b�c 2 X�p x� b�c 3 

( )2
1E x

 
Error (%) ( )2

2E x
 

Error (%) ( )2
3E x

 
Error (%) 

0,1 1,2449 1,14388 8,11 1,18528 4,79 1,24943 0,36 

0,2 1,2221 1,11875 8,46 1,16390 4,76 1,22618 0,33 

0,4 1,1641 1,06567 8,45 1,11693 4,05 1,17517 0,95 

0,6 1,1105 1,01124 8,94 1,06640 3,97 1,12042 0,89 

0,8 1,0462 0,95810 8,42 1,01467 3,01 1,06448 1,75 

1 1,0113 0,90839 10,17 0,96385 4,69 1,00958 0,17 

 

B�ng 1 và 2 cho th�y khi tham s� e  g�n 

không ( 0,01e =  � B�ng 1) thì các nghi�m trung 

bình b�c 2 và 3 khá g�n nhau nên tr��ng h�p này 

ch� c�n dùng nghi�m trung bình b�c 2 là ��. Khi 

tham s� � l�n h�n ( 0,1e =  � B�ng 2), nhìn 

chung, các nghi�m trung bình b�c cao t�t h�n 

nghi�m trung bình tiêu chu�n, h�n n�a, nghi�m 

b�c ba cho k�t qu� t�t h�n các nghi�m b�c m�t 

và b�c hai. 

Khi h� không có tr� th�i gian v�i 1a = , 

10b = , 0,2e = , 1w = , 0V = , 0z = , B�ng 3 

d��i �ây cho k�t qu� tính toán trung bình �áp 

�ng bình ph��ng c�a h� (27) theo (32), (40) và 

(41), so sánh v�i giá tr� mô ph�ng b�ng ph��ng 

pháp Monte-Carlo trong bài báo c�a Roy và 

Spanos (1991, p. 124, [9]). Trong tr��ng h�p 

này, nghi�m trung bình x�p x� b�c m�t và b�c hai 

trùng nhau, còn nghi�m trung bình b�c ba cho �� 

chính xác cao h�n h�n, ch�ng h�n khi c��ng �� 

kích ��ng ng�u nhiên là 1, nghi�m trung bình 

b�c ba cho �� chính xác 2,2% trong khi nghi�m 

trung bình b�c m�t là 5,4%. 

B�ng 3. So sánh các nghi�m trung bình v�i mô ph�ng s� khi 
2s  thay ��i. 

2s  
Mô ph�ng s� 

X�p x� b�c 1 X�p x� b�c 2 X�p x� b�c 3 

( )2
1E x

 
Error (%) ( )2

2E x
 

Error (%) ( )2
3E x

 
Error (%) 

0,1 0,2080 0,20553 1,19 0,20553 1,19 0,20754 0,22 

1,0 0,3600 0,34025 5,49 0,34025 5,49 0,36792 2,20 

5,0 0,7325 0,64334 12,17 0,64334 12,17 0,82053 12,02 

 

T� các b�ng trên, có th� th�y nghi�m x�p x� 

trung bình b�c ba cho k�t qu� khá t�t so v�i 

nghi�m x�p x� b�c m�t ��i v�i h� Van der Pol ch�u 

kích ��ng ng�u nhiên và l�c �i�u khi�n v�i th�i 

gian tr�.  

Hình 1 cho th�y s� �nh h��ng c�a tham s� th�i 

gian tr� lên trung bình �áp �ng bình ph��ng v�i 

các tham s� h� là 1a = , 5b = , 1w = , 1V = , 

1z = . Tính toán cho th�y trong tr��ng h�p h� có 

các tham s� nh� �ã nêu thì tham s� tr� th�i gian 

c�a l�c �i�u khi�n có xu h��ng làm gi�m trung 

bình c�a �áp �ng bình ph��ng.  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0.4

0.6
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1

1.2
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E
(x

2
)

 

 

analytical

simulation

e=0.01,s2=1

e=0.1,s2=5

 

Hình 1.  �� th� c�a trung bình �áp �ng bình ph��ng theo 

tham s� tr� D  
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T� các tính toán trên, có th� tìm ���c hàm 

m�t �� xác su�t d�ng c�a biên �� a t� công th�c 

(46) nh� sau: 

 

( )
2

2

0

( ) ,W a W a d
p

j j= ò
    (43) 

Thí d�, v�i 0,2e =  , 
2 1s = , 0,2D =   còn 

các tham s� h� khác nh� ph�n trên thì có �� th� 

hàm m�t �� xác su�t d�ng c�a biên �� �áp �ng 

���c cho trong Hình 2. 

 

Hình 2. �� th� hàm m�t �� xác su�t d�ng c�a  

biên �� �áp �ng 

 

4 K�T LU�N 

Bài báo �ã áp d�ng ph��ng pháp trung bình 

ng�u nhiên �� tính ���c nghi�m x�p x� b�c ba 

d�ng gi�i tích cho h� Van der Pol (h� có h� s� 

c�n phi tuy�n) v�i th�i gian tr� và ch�u kích ��ng 

ng�u nhiên d�ng �n tr�ng. K�t qu� so sánh v�i 

mô ph�ng Monte-Carlo cho th�y nghi�m b�c ba 

t�t h�n nhi�u so v�i nghi�m tìm ���c b�ng 

ph��ng pháp trung bình ng�u nhiên thông 

th��ng (nghi�m b�c nh�t). K�t qu� tính toán 

trong bài báo này cho th�y ph��ng pháp trung 

bình ng�u nhiên b�c cao khá hi�u qu� trong 

nghiên c�u các h� dao ��ng có c�n phi tuy�n 

ch�u kích ��ng ng�u nhiên v�i th�i gian tr�, �ánh 

giá ���c tác ��ng c�a tham s� tr� lên nghi�m 

c�a h�: V�i các tham s� c�a h� cho tr��c nh� 

trong m�c 4, khi tham s� tr� th�i gian t�ng t� 0,1 

��n 1 thì trung bình bình ph��ng �áp �ng gi�m 

d�n. Trong các nghiên c�u ti�p theo, chúng tôi s� 

nghiên c�u hi�u qu� c�a ph��ng pháp trung bình 

ng�u nhiên b�c cao cho các h� dao ��ng có �� 

c�ng phi tuy�n ch�u kích ��ng ng�u nhiên và l�c 

�i�u khi�n v�i th�i gian tr�.  

L�i c�m �n: Nghiên c�u này ���c tài tr� 

b�i Qu� Phát tri�n Khoa h�c và Công ngh� 

Qu�c gia (NAFOSTED) trong �� tài m� s� 

107.04-2015.36. 
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Abstract—The paper investigated the Van der 

Pol system with time-delay under random 

excitation by the higher stochastic averaging 

method. The original system was expressed in 

terms without time-delay under the assumption 

that the state variabled of the system were slowly 

varying processed. Then the higher stochastic 

averaging method was applied on the 

approximation system. By this technique, the 

analytical expression of the stationary probability 

density function for the Van der Pol system with 

time-delay under random excitation was showed in 

higher order approximation for the first time. 

Effects of the parameter time-delay on the system’s 

response were investigated. The analytical results 

were suited well to numerical ones obtained by 

Monte-Carlo method. It was also showed that the 

higher order averaging solution was better than the 

one obtained by the traditional stochastic 

averaging method. 

Keywords—Van der Pol, stochastic averaging method, time-delay, random excitation 


