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TÓM TẮT
Trong bài báo này, chúng tôi tìm hiểu về chủ đề phân tích độ nhạy trong tối ưu đa trị, đây là một
hướng nghiên cứu thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học trên thế giới trong những nămgần
đây. Dạng đạo hàm chính sử dụng trong bài là tập biến phân cấp cao (được giới thiệu bởi Khánh
và Tuấn năm 2008). Đây có thể xem là một dạng suy rộng của đạo hàm contingent (được biết như
là đạo hàm đầu tiên và phổ biến trong tối ưu đa trị). Đầu tiên, chúng tôi nghiên cứu về mối quan
hệ giữa tập biến phân cấp cao của một ánh xạ đa trị cho trước và tập biến phân cấp cao của ánh
xạ prôfin (ánh xạ mở rộng theo nón) của nó. Sau đó, chúng tôi thiết lập kết quả về tập biến phân
cấp cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa nghiệm hữu hiệu Benson ứng với một dạng bài toán tối ưu
đa trị, ánh xạ nhiễu này được xây dựng trong không gianmục tiêu. Cuối cùng, từ kết quả đạt được,
chúng tôi áp dụng vào bài toán tối ưu đa trị có tham số, nghĩa là ánh xạ mục tiêu và ánh xạ ràng
buộc đều phụ thuộc vào một tham số nào đó. Cụ thể là các kết quả về phân tích độ nhạy cho ánh
xạ nghiệm theo nghĩa Benson của bài toán tối ưu đa trị có tham số được thiết lập. Nội dung bài
báo cung cấp thêmmột số áp dụng của tập biến phân cấp cao trong tối ưu đa trị.
Từ khoá: Tập biến phân cấp cao, ánh xạ nhiễu theo nghĩa Benson, tối ưu đa trị, phân tích độ nhạy

GIỚI THIỆU
Phân tích độ nhạy đóng vai trò quan trọng trong lý
thuyết tối ưu. Nhiều kết quả trong chủ đề này đã và
đang được phát triển mạnh mẽ. Cụ thể, trong kết quả
về phân tích độ nhạy trong tối ưu đa mục tiêu và tối
ưu vectơ lồi được nghiên cứu bởi Tanino 1,2. Shi dùng
đạo hàm tiếp xúc để tìm hiểu về ánh xạ nhiễu trong
tối ưu vectơ3,4. Một số kết quả phân tích độ nhạy cấp
một cũng được đề cập trong5,6. Với phân tích độ nhạy
cấp cao, người đọc có thể tham khảo7–11.
Khi nghiên cứu về phân tích độ nhạy, khái niệm
đạo hàm đóng vai trò quan trọng. Gần đây, nhiều
dạng đạo hàm suy rộng được giới thiệu với các áp
dụng trong điều kiện tối ưu và đối ngẫu, xem3,11–16.
Trong bài báo này, chúng tôi dùng tập biến phân cấp
cao16,17, được xem như một dạng đạo hàm suy rộng,
làm công cụ chính trong việc thiết lập kết quả về phân
tích độ nhạy. Trong không gian ảnh, tập biến phân
rộng hơn hầu hết miền ảnh của các dạng đạo hàm
đã biết. Do đó, khi áp dụng vào điều kiện cần tối ưu
(dạng gốc/dạng tách tập) ta sẽ thu được kết quả tốt
hơn so với những điều kiện tối ưu dùng một số dạng
đạo hàm khác. Đây cũng là một khái niệm được mở
rộng sang cấp cao (hơn cấp hai) so với nhiều dạng đạo
hàm đã biết (chủ yếu được phát biểu cho cấp một và
cấp hai). Một điểm thuận lợi khác của tập biến phân

đó là hầu như không cần nhiều giả thiết phức tạp cho
việc tồn tại và khác rỗng của khái niệm này.
Anh và Khánh áp dụng tập biến phân để thu được các
kết quả về phân tích độ nhạy trong tối ưu đa trị 9. Tuy
nhiên, các kết quả chính chỉ thoả cho ánh xạ nhiễu
yếu và tập nghiệm hữu hiệu yếu. Nếu thay bằng ánh
xạ nhiễu và tập nghiệm hữu hiệu Pareto thì đa số kết
quả không còn đúng nữa. Từ nhận xét trên, trong bài
báo này chúng tôi sẽ nghiên cứu phân tích độ nhạy
của bài toán tối ưu ứng với ánh xạ nhiễu thật sự theo
nghĩa Benson và tập nghiệm nghiệm hữu thật sự theo
nghĩa Benson. Từ kết quả đó, chúng tôi có thể phát
biểu Mệnh đề 4.1, Định lý 5.3 của bài9 cho ánh xạ
nhiễu và tập nghiệm hữu hiệu Pareto.
Bố cục của bài báo này như sau: trong phần mở đầu,
chúng tôi nhắc lại các khái niệm và kết quả cần thiết
cho những phần sau. Phần tiếp theo trình bày về tập
biến phân cấp cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa Ben-
son. Trong phần Áp dụng vào phân tích độ nhạy,
chúng tôi áp dụng kết quả của phần Tập biến phân cấp
cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa Benson cho phân tích
độ nhạy của bài toán tối ưu tham số.

MỞĐẦU
Trong bài báo này, xét X, Y là các không gian định
chuẩn, C là nón lồi có đỉnh trong không gian Y. Ký
hiệu 0X là điểm gốc của không gian X. Cho S là tập

Trích dẫn bài báo này: Linh H M. Tập biến phân cấp cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa Benson trong
tối ưu đa trị. Sci. Tech. Dev. J. - Nat. Sci.; 3(4):279-285.
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con khác rỗng của Y, khi đó cl(S) là bao đóng của tập
S. Tập lồi khác rỗng B được gọi là cơ sở của nón C
nếu 0Y /∈ cl(B) và cone(B) = C, trong đó cone(B) :=
{ty|t ≥ 0,y ∈ B}.

Định nghĩa 2.1
(i) Điểm y0 ∈ S được gọi là điểm hữu hiệu Pareto của
S nếu (S− y0)∩(−C) = {0Y }18,19. Tập các điểm hữu
hiệu Pareto của S được ký hiệu làMinCS.
(ii) Điểm y0 ∈ S được gọi là điểm hữu hiệu theo nghĩa
Benson của S nếu clcone(S+C− y0)∩(−C) = {0Y }.
Tập các điểm hữu hiệu theo nghĩa Benson của S được
ký hiệu là PrMinCS.

Nhận xét 2.2
(i) Với C là nón lồi trong Y, ta có MinC S = MinC

(S+C), PrMinC S = PrMinC (S+C).
(ii) PrMinCS ⊆ MinS S.

Ví dụ 2.3
Giả sử Y = R2,C = R2

+ và S :={
(x,y) ∈ Y |x2 + y2 ≤ 1

}
. Khi đó, ta có:

MinC S =
{
(x,y) ∈ Y |x2 + y2 = 1,x,y ≤ 0

}
,

PrMinC S =
{
(x,y) ∈ Y |x2 + y2 = 1,x,y < 0

}
.

Do đó, PrMinC S là tập con thật sự củaMinC S.
Cho ánh xạ đa trị F : X → 2Y , miền hữu hiệu, miền
ảnh và đồ thị của Fđược định nghĩa như sau:
dom(F) := {x ∈ X |F(x) ̸=∅}, im( F) := {y ∈Y |y ∈
F(X)},
gr(F) := {(x,y) ∈ X ×Y |y ∈ F(x)}
Ánh xạ đa trị F được gọi là tĩnh quanh x ∈ dom(F)

(xem18,20) nếu tồn tại lân cận V của x, tồn tại M > 0
sao cho với mọi x′ ∈V ,
F (x′)⊆ F(x)+M ∥x′− x∥By(0,1)
where By(0,1) is the closed unit ball is Y.

Định nghĩa 2.4
Cho M ⊆ X ,x ∈ cl(M), và u j ∈ X , i = 1, . . . ,m−118.
(i) Nón tiếp xúc cấp 1 củaM tại x được xác định bởi
T 1(M,x):={u∈X |∃tn→0+,∃un→u,x+t,un∈M} .
(ii) Vớim≥ 2, tập tiếp xúc cấpm củaM tại x ứng với
ui được xác định bởi
T m (M,x,u1, . . . ,um−1) :=

{
u ∈ X |∃tn → 0+,

∃un → u,x+ tnu1 + . . . tm−1
n um−1 + tm

n un ∈ M
}

Định nghĩa 2.5
Cho F : X → 2Y ,(x,y) ∈ gr(F) , and (ui,vi) ∈ X ×
Y, i = 1, . . . ,m−118.
(i) Đạo hàm tiếp xúc cấp 1 của F tại (x,y) là ánh xạ đa
trị D1F(x,y) : X → 2Yđược định nghĩa như sau
gr

(
D1F(x,y)

)
:= T 1(gr(F),(x,y))

(ii) Với m ≥ 2,đạo hàm tiếp xúc cấp m của
F tại (x,y) ứng với (ui,vi)là ánh xạ đa trị
DmF (x,y,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1) : X → 2Y được
định nghĩa như sau
gr(DmF (x,y,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1)) :=T m (gr(F),

(x,y),(u1,v1) , . . . ,(um−1,vm−1))

Các khái niệm trong Định nghĩa 2.5 được viết lại
tương đương như sau
D1F(x,y)(u)=

{
v ∈ Y |∃tn → 0+,∃(un,vn)→ (u,v),

y+ tnvn ∈ F (x+ tnun)}
DmF (x,y,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1)(u)={v ∈ Y |∃tn
→ 0+,∃(un,vn)→ (u,v)
y+ tnv1 + . . .+ tm−1

n vm−1 + tm
n vn ∈ F (x+ tnu1

+ . . .+ tm−1
n um−1 + tm

n un
)}

Định nghĩa 2.6
Cho ánh xạ đa trị F : X → 2Y ,(x0,y0) ∈ gr(F), và
v1, . . . ,vm−1 ∈ Y 16,17.
(i) Tập biến phân cấp 1 của F tại ( x0 ,y0 ) là tập
V 1(F,x0,y0):={v∈Y |∃tn→0+,∃(xn,vn)→(x0,v),y0+tnvn∈F(xn)}

(ii) Vớim≥ 2,tập biến phân cấpm của F tại ( x0 ,y0 )
ứng với v1, . . . ,vm−1 là tập
V m(F, x0, y0, v1, ..., vm−1) := {v ∈ Y |∃tn →
0+, ∃(xn, vn)→ (x0, v), y0+tnv1+ ...+tm−1

n vm−1+

tm
n vn ∈ F(xn)}

Nhận xét 2.7
(i) V 1 (F,x0,y0) là nón đóng, trong khi đó
V m (F,x0,y0,v1, . . . ,vm−1) là tập đóng với mọi
m ≥ 216

(ii)V m (F,x0,y0,0, . . . ,0) =V 1 (F,x0,y0).
(iii) DmF (x0,y0,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1)(X) ⊆
V m (F,x0,y0,v1, . . . ,vm−1).
(iv) Nếu một trong số các điều kiện
sau v1 /∈ V 1 (F,x0,y0) , . . . , vm−1 /∈
V m−1 (F,x0,y0,v1, . . . ,vm−2) không thoả thì
V m (F,x0,y0,v1, . . . ,vm−1) =∅.

Ví dụ 2.8
Giả sử X =R,Y =R2,F : X → 2Y được xác định bởi

F(x) :=

{
(0,0),x = 0;( 1

n ,
1
n
)
,x = 1

n
Với (x0,y0) = (0,(0,0))tính toán trực tiếp ta được:

D1 (x0,y0)(u) =

{
(u,u),u ≥ 0;
∅,u < 0;

V 1 (F,x0,y0) =

{(x,y) ∈ Y |x = y ≥ 0}.

Định nghĩa 2.9
Cho ánh xạ đa trị F : X → 2Y ,(x0,y0) ∈ gr(F) và
v1, . . . ,vm−1 ∈ Y 9.
(i) F được gọi là có tập nửa biến phân cấp 1 tại ( x0 ,y0

) nếu
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V 1 (F,x0,y0)=
{

v ∈ Y |∀tn → 0+,∀xn → x0,∃vn → v,
y0 + tnvn ∈ F (xn)}
(ii) Vớim≥ 2, F được gọi là có tập nửa biến phân cấp
m tại ( x0 ,y0) ứng với v1, ...,vm−1 nếu
V m (F,x0,y0,v1, . . . ,vm−1)=

{
v ∈ Y |∀tn → 0+,

∀xn → x0,∃vn → v,y0 + tnv1 + . . .+ tm−1
n vm−1

+tm
n vn ∈ F (xn)}

Ví dụ 2.10
Giả sử X = R,Y = R2,Fi : X → 2Y , i = 1,2 được xác
định bởi

F1(x) := R2
+,F2(x) :=

{
(0,0),x = 0
(x,x),x = 1

n
Tính toán trực tiếp ta được
+ Với F 1, ( x0 ,y0 ) = (0,0) thì

V 1 (F1,x0,y0) = R2
+{

v ∈ Y |∀tn → 0+,∀xn → x0,∃vn → v,y0

+tnvn ∈ F1 (xn)}= R2
+

Do đó F1 có tập nửa biến phân cấp 1 tại ( x0 ,y0 ).
+ Với F 2, ( x0 ,y0 ) = (0,0) thì

V 1 (F1,x0,y0) = {(x,y) ∈ Y |x = y ≥ 0}{
v ∈ Y |∀tn → 0+,∀xn → x0,∃vn → v,y0

+tnvn ∈ F1 (xn)}=∅
Do đó F2 không có tập nửa biến phân cấp 1 tại ( x0

,y0 ).

TẬP BIẾN PHÂN CẤP CAO CỦA ÁNH
XẠNHIỄU THEO NGHĨA BENSON
Trong phần này, đầu tiên chúng tôi nhắc lại mối quan
hệ giữa tập biến phân cấp cao của ánh xạ F và của ánh
xạ prôfin F+, được định nghĩa bởi (F+)(x):=F(x) + C.
Sau đó, chúng tôi thiết lập kết quả về tập biến phân
cấp cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa Benson.

Định nghĩa 3.1
Tập con S ⊆ Y được gọi là thoả tính chất C -trội nếu
S ⊆ MinC S+C 1.

Mệnh đề 3.2
Cho m ≥ 2, F : X → 2Y ,(x,y) ∈ gr(F) và vi ∈ Y, i =
1, . . .m−19 . Khi đó
V m(F,x,y,v1,...,vm−1)+C⊆V m(F+,x,y,v1,...,vm−1)

Mệnh đề 3.3
Cho m≥ 2, F : X → 2Y ,(x,y) ∈ gr(F) and vi ∈Y, i =
1, . . . ,m−1. Giả sử C có cơ sở compact B. Khi đó,
PrMinC V m(F+,x,y,v1,...,vm−1)⊆V m(F,x,y,v1,...,vm−1)

Chứng minh. Đây là hệ quả của Mệnh đề 3.2 trong9

và Nhận xét 2.2 (ii).
Điều kiện C có cở sở compact không phải là điều cần
theo ví dụ sau.

Ví dụ 3.4
Xét và X = R,Y = R2,C =

(
intR2

+

)
∪ {(0,0)}, và

F(x) := {(y1,y2) ∈ Y |y1 ≥ 0,y2 >−2y1}∪{(0,0)}
Khi đó B = {t(0,1)+ (1− t)(1,0)|t ∈ (0,1)} là một
cơ sở của nónC, nhưng B không compact (vì B không
đóng). Với (x, y) = (0, (0, 0)), v1 = (1, -2), tính toán
trực tiếp ta được:

V 2 (F,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥−2y1}
V 2 (F+,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥−2y1}
PrMinC V 2 (F+,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 =−2y1}

Do đó PrMinC V 2 (F+,x,y,v1)⊆V 2 (F,x,y,v1)

Mệnh đề 3.5
Cho m ≥ 2 F : X → 2Y ,(x,y) ∈ gr(F),and vi ∈
Y, i = 1, . . . ,m− 19. Giả sử C có cơ sở compact B và
V m (F+,x,y,v1, . . . ,vm−1)thoả tính chất C-trội. Khi
đó,
V m(F+,x,y,v1,...,vm−1)=V m(F,x,y,v1,...,vm−1)+C.
Ví dụ sau đây thể hiện rằng giả thiết C -trội chỉ là điều
kiện đủ.

Ví dụ 3.6
Xét X = R,Y = R2,C = R2

+ và
F(x) := {(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 ≥ 0} ∪
{(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥ 0} ,∀x ∈ X
Với (x,y) = (0,(0,0)),v1 = (1,0). Khi đó, tính toán
trực tiếp ta được:

V 2 (F,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥ 0},
V 2 (F+,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥ 0}

Do đó, V 2 (F+,x,y,v1) = V 2 (F,x,y,v1) + C. Tuy
nhiên vì MinC V 2 (F+,x,y,v1) =∅ nên V2(F+,x,y,v1)
không thoả tính chất C -trội.
Phần cuối của mục này, chúng tôi thành lập kết quả
về tập biến phân cấp cao của ánh xạ nhiễu theo nghĩa
Benson SB : W → 2Y được xác định bởi
SB(w) := PrMinCH(w)
trong đó H là ánh xạ đa trị đi từ không gian định
chuẩnW vào không gian định chuẩn Y.

Định nghĩa 3.7
Ánh xạH được gọi là C -minicomplete bởi SB nếu với
mọi w ∈ domSB , ta có
H(w)⊆ SB(w)+C
Lưu ý rằng khái niệmC -trội được dùng cho tập, trong
khi C -minicomplete được phát biểu cho ánh xạ. Hơn
nữa, khái niệm nghiệm tối ưu trong hai định nghĩa
trên cũng khác nhau.

Ví dụ 3.8
Xét X=R,Y=R2,C=R2

+,S:={(y1,y2)∈Y :y1>0,y2∈R}∪

{(0,y2)∈Y :y2≥0}và H(x) :=

{
{(0,0)},x = 0;
S,x ̸= 0

Khi đó,
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tính toán trực tiếp ta được: MinC S = {(0,0)} và
S ⊊ MinC S+C. Do đó tập S không thoả tính chất C

-trội. Trong khi đó, SB(w) :=

{
{(0,0)},w = 0;
∅,x ̸= 0

và Định nghĩa 3.7 thoả cho H.

Mệnh đề 3.9
Chom ≥ 2, (w,y) ∈ gr (SB) ,vi ∈ Y, i = 1, . . . ,m −
1Nếu H là C-minicomplete bởi SB thì
V m(H+,w,y,v1,...,vm−1)=V m((SB)+,w,y,v1,...,vm−1)

Chứng minh. Vì SB(w) ⊆ H(w) nên (SB)+ (w) ⊆
H+(w) . Theo giả thiết ta có H(w) ⊆ SB(w)+C. Do
đó, H+(w)⊆ S+(w), vậy (SB)+ (w) = H+(w). Suy ra
V m(H+,w,y,v1,...,vm−1)=V m((SB)+,w,y,v1,...,vm−1).
Ví dụ sau đây nhấn mạnh vai trò của giả thiết C-
minicomplete.

Ví dụ 3.10
Xét X = R,Y = R2,C = R2

+, và H(x) :=
{(y1,y2) ∈ Y |y1 ≥ 0,y2 >−y1}∪{(0,0)}
Khi đó B = {t(0,1)+ (1− t)(1,0)|t ∈ [0,1]} là một
cơ sở compact của nón C. Với (x,y) = (0,(0,0)),v1 =

(1,−1), tính toán trực tiếp ta được:
SB(x) = {(0,0)},∀x ∈ X
V 2 (H+,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y2 ≥−y1}
V 2 ((SB)+ ,x,y,v1

)
=∅

Vì H(x)& SB(x)+C,∀x ∈ X , nên V 2 (H+,x,y,v1) ̸=
V 2 ((SB)+ ,x,y,v1

)
.

Định lý 3.11
Cho m ≥ 2 (w,y) ∈ gr (SB) ,vi ∈ Y, i = 1, . . . ,m− 1 .
Giả sử C có cơ sở compact B và các giả thiết sau đây
thoả:
(i) H là C-minicomplete bởi SB ;
(ii)V m (H+,x,y,v1, . . . ,vm−1)thoả tính C-trội.
Khi đó,

PrMinC V m (H,x,y,v1, . . . ,vm−1)

⊆V m (SB,x,y,v1, . . . ,vm−1)
(1)

Chứng minh. Theo Mệnh đề 3.9, ta có:
V m(H+,x,y,v1,...,vm−1)=V m((SB)+,x,y,v1,...,vm−1).
Vậy V m (

(SB)+ ,x,y,v1, . . . ,vm−1
)
cũng thoả tính C-

trội (giả thiết (ii)). Theo Mệnh đề 3.5, ta có:

V m(H,x,y,v1,...,vm−1)+C=V m(H+,x,y,v1,...,vm−1)

V m(SB,x,y,v1,...,vm−1)+C=V m((SB)+,x,y,v1,...,vm−1)

Do đó

PrMinC V m(H,x,y,v1,...,vm−1)⊆PrMinC V m(H+,x,y,v1,...,vm−1)

⊆PrMinC V m((SB)+,x,y,v1,...,vm−1)

⊆V m(SB,x,y,v1,...,vm−1)

Với chiều ngược lại của (1), ta có kết quả sau đây.

Định lý 3.12
Cho m ≥ 2, (w,y) ∈ gr (SB) ,vi ∈ Y, i = 1, . . . ,m− 1 .
Giả sử các giả thiết sau đây thoả:
(i) H có tập nửa biến phân cấp m tại (x,y) ứng với
v1, . . . ,vm−1

(ii) H là C-minicomplete bởi SB ;
(iii) SB (w’) chỉ chứamột điểm với mọi w’ trong lân cận
của w.
Khi đó,

V m(SB,w,y,v1,...,vm−1)⊆PrMinC V m(H,w,y,v1,...,vm−1)

Chứng minh. Lấy v ∈ V m (SB,w,y,v1, . . . ,vm−1) ⊆
V m (H,w,y,v1, . . . ,vm−1). Khi đó, tồn tại tn →
0+,(wn,vn)→ (w,v) sao cho

y+tnv1+...+tm−1
n vm−1+tm

n vn∈SB(wn)⊆H(wn) (2)

Giả sử v /∈ PrMinC V m (H,w,y,v1, . . . ,vm−1),
khi đó tồn tại tk > 0,ck ∈ C,vk ∈
V m (H,w,y,v1, . . . ,vm−1)sao cho

limk→∞ tk (vk + ck − v) ∈ −C\{0Y } (3)

Theo giả thiết (i), với tn,wn như trên tồn tại vkn → vk

sao cho

y+ tnv1 + . . .+ tm−1
n vm−1 + tm

n vkn ∈ H (wn) (4)

Từ giả thiết (ii), (iii) và (2), (4), ta có vkn −vn ∈C . Vì
C là nón đóng nên suy ra vk − v ∈C, do đó

lim
k→∞

tk (vk + ck − v) ∈C

mẫu thuẫn (3). Vậy v ∈
PrMinCV m (H,w,y,v1, . . . ,vm−1).

Hệ quả 3.13
Cho m ≥ 2 (w,y) ∈ gr (SB) ,vi ∈ Y, i = 1, . . . ,m − 1
Giả sử các giả thiết của Định lý 3.11 và 3.12 đều thoả.
Khi đó, ta có
V m(SB,w,y,v1,...,vm−1)=PrMinC V m(H,w,y,v1,...,vm−1)

Ví dụ sau đây minh hoạ cho Hệ quả 3.13.

Ví dụ 3.14
Xét X = R,Y = R2,C = R2

+,và H(x) :=
{(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 ≥ x} nếu x ≥ 0. Với
(x,y) = (0,(0,0)),v1 = (1,−1), ta có thể kiểm
tra các giả thiết của Hệ quả 3.13. Ngoài ra, tính toán
trực tiếp ta được:

SB(x) = {(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 = x} ,∀x ∈ X
V 2 (H,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 ≥ 0}
PrMin cV 2 (H,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 = 0}

V 2 (SB,x,y,v1) = {(y1,y2) ∈ Y |y1 + y2 = 0}

Do đó,V 2 (SB,w,y,v1) = PrMinC V 2 (H,w,y,v1).
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ÁP DỤNG VÀO PHÂN TÍCH ĐỘNHẠY
Xét bài toán tối ưu đa trị tham số (P) như sau

PrMinC F(x,w) s.t. x ∈ G(w)

trong đóF : X ×W → 2Y ,G : W → 2X , x là biến quyết
định, w là tham số. Định nghĩa ánh xạ tập giá trị chấp
nhận được trong không không gianmục tiêuH : W →
2Ynhư sau
H(w) := {y ∈ Y |y ∈ F(x,w),x ∈ G(w)}
Từ bài toán (P), chúng tôi xây dựng ánh xạ nhiễu theo
nghĩa Benson SB : W → 2Ynhư sau
SB(w) := PrMinC H(w)

Trong phần này, chúng tôi sẽ thiết lập quan hệ về tập
biến phân cấp cao của SB và của các ánh xạ F, G.

Định nghĩa 4.1

Cho m ≥ 2, F : X × W → 2Y ,((x,w),y) ∈
gr(F),(ui,vi) ∈ X ×Y, i = 1, . . . ,m−19.
(i) Tập biến phân trên cấp m của F tại ((x,w),y) ứng
với x′ ∈ X là tập
V̄ m

q (F,(x[x′],w),y,u1,v1,...,um−1,vm−1):={v∈Y |∃tn→0+,∃hn→0+,

∃xn→x′,∃wn→w,∃vn→vy+hnv1+...+hm−1
n vm−1

+hm
n vn∈F(x+tnu1+...+tm−1

n um−1+tm
n xn,wn)}

(ii) Tập biến phân dưới cấp m của F tại ((x,w),y) ứng
với x′ ∈ X là tập
V m

q (F,(x[x
′],w),y,u1,v1,...,um−1,vm−1):={v∈Y |∀tn→0+,∀xn→x′,

∀wn→w,∃vn→vy+tnv1+...+tm−1
n vm−1+tm

n vn

∈F(x+tnu1+...+tm−1
n um−1+tm

n xn,wn)}
(iii) F được gọi là có tính chất tiền biến phân tại
((x,w),y) ứng với x′ ∈ Xnếu
V̄ m

q (F,(x [x′] ,w) ,y,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1) =

V m
q (F,(x [x′] ,w) ,y,u1,v1, . . . ,um−1,vm−1)

Mệnh đề 4.2

Cho m ≥ 2, w ∈ W,x ∈ G(w),y ∈ F(x,u)và (ui,vi) ∈
X ×Y, i = 1, . . . ,m−19. Nếu F có tính chất tiền biến
phân tại ((x,w),y) ứng với x′ ∈ X thì

∪
x′∈V m(X ,w,x,u1,...,um) V̄ m

q (F,(x[x′],w),y,u1,v1,...,um−1,vm−1)

⊆V m(H,w,y,v1,...,vm−1)
(5)

Hơn nữa nếu X là không gian hữu hạn chiều,
G̃(w′,y′) := {x′ ∈ X |x′ ∈ G(w′) ,y′ ∈ F (x′,w′)}là
tĩnh quanh (w,y),G̃(w,y) = {x}và
V̄ 1

q (G̃,(w,y[0]),x) = {0} , thì bao hàm (5) thoả
chiều ngược lại.
Các giả thiết trong Mệnh đề 4.2 là cần thiết, xem Ví
dụ 5.1-5.4 trong9.

Định lý 4.3

Cho m ≥ 2, (w,y) ∈ gr (SB) ,x ∈ G(w),y ∈
F(x,w),(ui,vi) ∈ X × Y, i = 1, . . . ,m − 1 . X là
không gian hữu hạn chiều và C có cơ sở compact B.
Giả sử các điều kiện sau đây thoả:
(i) H là C-minicomplete bởi S B;
(ii)V m (H+,w,y,v1, . . . ,vm−1) thoả tính C-trội;
(iii) F có tính chất tiền biến phân tại ((x,w),y) ứng với
x′ ∈ X .
(iv) G̃ là tĩnh quanh (w,y);

(v) G̃(w,y) = {x} và
−1

VQ(̃G((w,y[0]),x) = {0} .
Khi đó, ta có

PrMinC

(∪
x′∈V m(G,w,x1 ,...,um−1)

V̄ m
q (F,(x[x′],w),y,u1,v1,...,um−1,vm−1)

)
=PrMinC(V m(SB,w,y,v1,...,vm−1))

Chứng minh. Theo Mệnh đề 3.9 và giả thiết (ii), ta có
PrMinC(V m(H,w,y,v1,...,vm−1))=PrMinC(V m(SB,w,y,v1,...,vm−1)).
Theo Mệnh đề 4.2, ta suy ra điều phải chứng minh.

Định lý 4.4

Giả sử các giả thiết của Định lý 4.3 và H có tập nửa
biến phân cấp m tại (w,y) ứng với v1, ...,vm−1. Khi đó,
ta có

PrMinC

(∪
x′∈V ′′(G,w,x,u1 ,...,um−1)

V̄ m
q (F,(x[x′],w),y,u1,v1,...,um−1,vm−1

)
=V m(SB,w,y,v1,...,vm−1)

Chứng minh. Áp dụng Hệ quả 3.13 và Mệnh đề 4.2, ta
suy ra điều phải chứng minh.
Trong bài báo9, kết quả về phân tích độ nhạy cho bài
toán (P) được trình bày cho khái niệm nghiệm hữu
hiệu yếu (Mệnh đề 4.1, Định lý 5.3 trong9). Kết quả
cho nghiệm hữu hiệu Pareto không thể suy ra với điều
kiện tương tự. Với kết quả trong bài báo này, chúng ta
có thể đạt được kết luận về phân tích độ nhạy (tương
tự Mệnh đề 4.1, Định lý 5.3 trong9) ứng với nghiệm
hữu hiệu Pareto.

KẾT LUẬN
Trong bài báo này, chúng tôi trình bày một số kết quả
về phân tích độ nhạy trong tối ưu đa trị. Cụ thể, chúng
tôi dùng tập biến phân cấp cao, một khái niệm đạo
hàm suy rộng, là công cụ chính. Đầu tiên, mối quan
hệ giữa tập biến phân cấp cao của ánh xạ đa trị và ánh
xạ prôfin của nó được nhắc lại. Tiếp theo đó, chúng
tôi thiết lập kết quả về tập biến phân cấp cao của ánh
xạ nhiễu theo nghĩa Benson. Với áp dụng của kết quả
này, chúng tôi đạt được sự phân tích độ nhạy cho bài
toán tối ưu đa trị tham số.
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DANHMỤC TỪ VIẾT TẮT
cl(S): bao đóng của tập S
cone: nón sính bởi tập B
MinCS: tập các điểm hữu hiệu Parero của tập S
PrMinCS: tập các điểm hữu hiệu theo nghĩa Benson
của tập S
domF: miền hữu hiệu của ánh xạ đa trị F
imF: miền giá trị của ánh xạ đa trị F
grF: đồ thị của ánh xạ đa trị F
F+: ánh xạ profin của ánh xạ đa trị F
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