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TÓM TẮT
Tính chất co của các hệ động lực nói chung và các hệ phương trình sai phân nói riêng là một trong
những tính chất định tính được sự quan tâm khai thác của các nhà nghiên cứu trong suốt những
thập niên gần đây. Tính chất co của các hệ động lực có nhiều ứng dụng trong cácmô hình thực tế,
là tính chất mà hai quỹ đạo bất kỳ của hệ động lực hội tụ về nhau khi biến thời gian dần ra dương
vô hạn.Trong bài báo này, trên cơ sở cải tiến một số phương pháp tiếp cận đã có, chúng tôi trình
bày một phương pháp tiếp cận mới cho bài toán co của một lớp hệ phương trình sai phân phi
tuyến có chậm phụ thuộc thời gian với biến liên tục. Chúng tôi mở rộng khái niệm co thành khái
niệm tổng quát hơn là ε-co. Từ đó, chúng tôi đưa ra một số điều kiện tường minh mới cho tính
chất ε-co và ổn định mũ của lớp hệ này. Ngoài ra, chúng tôi nghiên cứu điều kiện ε-co của lớp hệ
phương trình sai phân phi tuyến có chậm với biến liên tục chịu nhiễu phi tuyến, với các hàm nhiễu
là hàm phụ thuộc thời gian tổng quát. Từ đó, chúng tôi đưa ra biên cho tính ε-co của lớp hệ này
chịu nhiễu phi tuyến. Các kết quả đạt được là mở rộng tổng quát của một số kết quả đã có trước
đây của nhiều tác giả khác. Một ví dụ được đưa ra nhằmminh họa cho kết quả đạt được.
Từ khoá: Biên co, co, hệ chịu nhiễu, ổn định mũ, phương trình sai phân với biến liên tục

MỞĐẦU
Giới thiệu
Phương trình sai phân nói chung và phương trình sai phân với biến liên tục nói riêng có nhiều ứng dụng
trong các mô hình thực tế1. Các bài toán về tính chất định tính của nghiệm của các hệ phương trình sai phân
như tính chất ổn định, hút, điều khiển được, bị chặn,… đã và đang thu hút các nhà nghiên cứu trong suốt
những thập niên vừa qua 2–7. Năm 1998, Lohmiller và Slotine8 đã đưa ra một số mô hình thực tế về cơ học
chất lỏng dẫn đến việc nghiên cứu bài toán về tính chất co của các hệ động lực. Trong đó, các tác giả đã đưa ra
nhiều điều kiện cho tính co của hệ phương trình sai phân thường và hệ phương trình vi phân thường. Các
kết quả này sau đó được ứng dụng vào một số mô hình bài toán điều khiển và thiết kế quan sát đối với một số
hệ động lực.
Các bài toán về tính chất co của hệ động lực sau đó được tiếp tục nghiên cứu, phát triển bởi nhiều nhóm tác
giả7,9,10. Gần đây, bài toán về tính chất co cho hệ phương trình sai phân phi tuyến có chậm với biến rời rạc 7

và hệ phương trình vi phân phiếm hàm10 lần lượt đã được nghiên cứu. Trong đó, nhóm tác giả đã đưa ra
nhiều điều kiện đủ, tường minh cho tính chất co của hệ phương trình sai phân phi tuyến và hệ phương trình
vi phân phiếm hàm. Tuy nhiên, tính chất co của một số lớp hệ phương trình sai phân và vi phân thường gặp
chẳng hạn như hệ phương trình sai phân với biến liên tục, hệ phương trình vi phân trung hòa, hệ phương
trình sai phân và vi phân kết hợp, hệ phương trình có yếu tố ngẫu nhiên... chưa được nghiên cứu một cách
đầy đủ.
Nhằm đóng góp một phần lý thuyết vào vấn đề mở nêu trên, trong bài báo này, chúng tôi mở rộng khái niệm
co thành khái niệm tổng quát hơn là ε-co, và đưa ra nhiều điều kiện cho tính ε-co của nghiệm đối với một
lớp hệ phương trình sai phân phi tuyến với biến liên tục. Các kết quả đạt được là mở rộng tổng quát thật sự
của một số kết quả đã có trước đây của các tác giả khác.

Một số quy ước và kí hiệu
Gọi Z là tập hợp tất cả các số nguyên và kí hiệu Z+ := {k ∈ Z : k ≥ 0} Với mỗi m ∈ Z+ , kí hiệu
m := {1,2, . . . ,m}. Gọi R, C lần lượt là trường các số thực và trường các số phức. Với hai số nguyên dương l,
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q, kí hiệu Rl×q,Rl×q
+ , lần lượt là tập hợp các ma trận thực và tập hợp các ma trận thực không âm cỡ l ×q .

Với hai ma trận thực A =
(
aij
)
,B =

(
bij
)
∈ Rl×q ta quy ước bất đẳng thức giữa A =

(
aij
)
,B =

(
bij
)
như sau:

A ≥ (≤,≫,≪)B tương đương với ai j ≥ (≤,>,<)bi j , với mọi i ∈ l, j ∈ q . Cách hiểu tương tự khi so sánh
hai véctơ. Chuẩn của ma trận A =

(
aij
)
∈ Kn×n được hiểu là chuẩn toán tử (operator norm) và được xác định

bởi ∥A∥ := max
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= max
∥x∥=1

∥Ax∥ . Cho A ∈ Rn×n,B ∈ Rn×n
+ , nếu |A| ≤ B thì ∥A∥ ≤ ∥B∥ . Với

A =
(
aij
)
∈ Rn×n , bán kính phổ (spectral radius) của A được xác định bởi

ρ(A) = max{|λ | : λ ∈ C,det(λ In −A) = 0} .

ĐIỀUKIỆN CHOTÍNH ε-COCỦAHỆ PHƯƠNGTRÌNH SAI PHÂNCÓCHẬMVỚI BIẾN LIÊN TỤC
Trong mục này chúng tôi nghiên cứu điều kiện co của lớp hệ phương trình sai phân có chậm phụ thuộc thời
gian với biến liên tục có dạng như sau

x(t) =
m

∑
i=1

fi (t;x(t −hi))

+
∫ 0

−h
g(t,s,x(t + s))ds, t ≥ t0 (1)

trong đó, fi(·; ·) : R+×Rn → Rn, i ∈ m và g(·, ·, ·) : R+× [−h,0]×Rn → Rn là những hàm liên tục cho trước
và h,hi > 0, i ∈ m.
Đặt τ := max{h,h1,h2, . . . ,hm} và C := C([−τ,0],Rn).Ta cố định t0 ∈ R+,φ ∈ C và xét cho hệ phương
trình (1) một điều kiện đầu có dạng sau

x(s+ t0) = φ(s), voi s ∈ [−τ,0] (2)

Nếu bài toán giá trị đầu (1)-(2) có nghiệm, kí hiệu bởi x(·, t0,φ), thì hàm điều kiện đầu φ(·) phải thỏa mãn

điều kiện φ(0) =
m

∑
i=1

fi (t0,φ (−hi))+
∫ 0

−h
g(t,s,φ(s))ds. Do đó, việc nghiên cứu nghiệm liên tục của (1)-(2)

dẫn đến lớp các hàm điều kiện đầu sau đây

Ct0 := {φ ∈ C : φ(0) =
m

∑
i=1

fi (t0,φ (−hi))

+
∫ 0

−h
g(t,s,φ(s))ds

}
Cho trước t0 ∈ R+ cố định và φ ∈ Ct0 . Trong suốt bài báo này chúng tôi giả sử bài toán giá trị đầu (1)-(2) có
duy nhất nghiệm là x(·, t0,φ). Nghiệm này là hàm nhận giá trị véctơ trong Rn, liên tục trên [−τ + t0,∞) và
thỏa mãn (1), (2) với mọi t ≥ t0.
Cho điểm xe ∈ Rn, khi đó xe được gọi là điểm cân bằng (equilibrium point) của hệ (1) nếu
m

∑
i=1

fi (t;xe)+
∫ 0

−h
g(t,s,xe)ds = xe với mọi t ∈ R, t ≥−τ + t0. Ta thấy rằng nếu fi(t;0) = 0, với mọi

t ∈ R, i ∈ m và g(t,s,0) = 0 với mọi t ∈ R,s ∈ [−h,0] thì xe = 0 là một điểm cân bằng của (1). Khi hệ (1) có
điểm cân bằng 0 thì với hàm điều kiện đầu φ(s) = 0, với mọi s ∈ [−τ,0], hệ (1) có nghiệm x(t, t0,0) = 0 với
mọi t ≥ t0. Ta có định nghĩa sau đây về ε-co và co của hệ (1).
Định nghĩa 2.1. Hệ (1) được gọi là ε-co (ε-contractive) nếu tồn tại M > 0,ε > 0,λ ∈ (0,1) sao cho

∥x(t, t0,φ)− x(t, t0,ψ)∥ ≤ Mλ t−t0∥φ −ψ∥+ ε (3)

với mọi t ∈ R, t ≥ t0,φ,ψ ∈ Ct0 . Trong đó, ∥φ −ψ∥= max{∥φ(s)−ψ(s)∥,s ∈ [−τ,0]} .
Trường hợp bất đẳng thức (3) đúng với ε = 0 thì hệ (1) được gọi ngắn gọn là co (contractive) ([ 7, Definition
2.1]).
Ta thấy rằng, tính chất ε-co là mở rộng của tính chất co. Sau đây là định nghĩa về ổn định mũ của nghiệm
không của hệ (1).
Định nghĩa 2.2. ([6, Definition 1]) Nghiệm không của (1) được gọi là ổn định mũ toàn cục (globally
exponentially stable) nếu tồn tại M > 0,λ ∈ (0,1), sao cho

∥x(t, t0,φ)∥ ≤ Mλ t−t0∥φ∥,
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với mọi t ∈ R, t ≥ t0,φ ∈ Ct0 . Trong đó, ∥φ∥= max{∥φ(s)∥,s ∈ [−τ,0]}.
Khi nghiệm không của (1) là ổn định mũ toàn cục, ta cũng nói hệ (1) là ổn định mũ toàn cục.
Trong suốt mục này, chúng tôi giả thiết rằng
(H) Tồn tại Ai(·) : R → Rn×n

+ , i ∈ m,B(·, ·) : R× [−h,0]→ Rn×n
+ , i ∈ m,và các hàm bị chặn

ui(·, ·, ·) : R×Rn ×Rn → Rn
+, i ∈ m,v(·, ·, ·) : R×Rn ×Rn → Rn

+, sao cho{
| fi(t,x)− fi(t,y)|≤Ai(t)|x−y|+ui(t,x,y), ∀i∈m,t∈R,x,y∈Rn

|g(t,s,x)−g(t,s,y)|≤B(t,s)|x−y|+v(t,x,y),s∈[−h,0],t∈R,x,y∈Rn
(4)

Sau đây, chúng tôi đưa ra một số điều kiện tường minh cho tính ε-co của hệ (1).
Định lí 2.3. Giả sử (H) và một trong các điều kiện sau đây được thỏa mãn
(i) Tồn tại λ ∈ (0,1), p ∈ Rn, p ≫ 0
sao cho (

m

∑
i=1

Ai(t)λ−hi +
∫ 0

−h
B(t,s)λ sds

)
p ≪ p,∀t ∈ R (5)

(ii) Tồn tại sao cho D ∈ R
nxn
n
+
,ρ(D)< 1

m

∑
i=1

Ai(t)+
∫ 0

−h
B(t,s)ds ≤ D,∀t ∈ R (6)

(iii) Tồn tại Ai ∈ Rn×n
+ , i ∈ m và hàm liên tục G(·) : [−h,0]→ Rn×n

+ , ρ

(
m

∑
i=1

Ai +

∫ 0

−h
G(s)ds

)
< 1 sao cho

Ai(t)≤Ai,∀t∈R,i∈m,B(t,s)≤G(s),∀t∈R,s∈[−h,0] (7)

(iv) Tồn tại γ ∈ (0,1) sao cho
m

∑
i=1

∥Ai(t)∥γ−hi +
∫ 0

−h
∥B(t,s)∥γsds < 1,∀t ∈ R (8)

Khi đó, hệ (1) là ε-co. Ngoài ra, khi ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 với mọi t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m thì hệ (1) là co.
Bổ đề sau đây được sử dụng trong chứng minh của Định lý 2.3.
Bổ đề 2.4 ([7, Lemma 1.1]). Cho ma trận A ∈ Rn×n

+ . Các khẳng định sau đây là tương đương
(i) ρ(A)< 1; (ii) ∃p ∈ Rn, p ≫ 0 : Ap ≪ p; (iii) (In −A)−1 ≥ 0
Chứng minh Định lí 2.3. (i) Giả sử (i) được thỏa mãn với p = (p1, p2, . . . , pn)

T ≫ 0. Ta cần chứng minh tồn
tại M > 0,ε > 0,λ ∈ (0,1) sao cho

∥x(t, t0,φ)− x(t, t0,ψ)∥ ≤ Mλ t−t0∥φ −ψ∥+ ε,

với mọi t ∈ R, t ≥ t0,φ,ψ ∈ Ct0
Lấy φ,ψ ∈ Ct0(φ ̸= ψ) là hai hàm điều kiện đầu cố định nào đó, sau đây để phép chứng minh được ngắn gọn,
ta đặt x(·) := x(·, t0,φ) ,y(·) := x(·, t0,ψ). Khi đó,

|x(s+ t0)− y(s+ t0)|= |φ(s)−ψ(s)|

≤ ∥φ −ψ∥ p
min{pi, i ∈ n}

,

s ∈ [−τ,0]. (9)

Do λ ∈ (0,1), p ≫ 0 nên từ (5) ta có(
m

∑
i=1

Ai(t)+
∫ 0

−h
B(t,s)ds

)
p

≤

(
m

∑
i=1

Ai(t)λ−hi +
∫ 0

−h
B(t,s)λ sds

)
p ≪ p,∀t ∈ R.
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Khi đó, tồn tại δ ∈ (0,1) và đủ gần 1 sao cho(
m

∑
i=1

Ai(t)+
∫ 0

−h
B(t,s)ds

)
p ≪ δ p,∀t ∈ R.

Đặt w(t) := λ t−t0−1∥φ −ψ∥ p
min{pi,i∈n} +K p

min{pi,i∈n} , t ∈ [t0 − τ,∞], trong đó

K =
1

1−δ
max

1≤i≤n

{
sup

t≥t0,x,y∈Rn
{u1i(t,x,y)+ . . .

+umi(t,x,y)+hvi(t,x,y)}} , (10)

với ui(t,x,y) = (ui1(t,x,y),ui2(t,x,y), . . . ,uin(t,x,y)) và v(t,x,y) = (v1(t,x,y),v2(t,x,y), . . . ,un(t,x,y)).
Từ (9) và cách đặt w(t) ở trên, ta có

|x(s+ t0)− y(s+ t0)| ≤ ∥φ −ψ∥ p
min{pi, i ∈ n}

≪ λ−1∥φ −ψ∥ p
min{pi, i ∈ n}

≤ w(s+ t0) ,∀s ∈ [−τ,0].

Hay |x(s)− y(s)| ≪ w(s),∀s ∈ [−τ + t0, t0] .

Ta cần chứng minh |x(t)− y(t)| ≤ u(t), với mọi t ≥−τ + t0.
Đặc biệt, tại t = t0 ta có |φ(0)−ψ(0)|= |x(t0)− y(t0)| ≪ w(t0). Do tính liên tục của các hàm x(t),y(t),w(t)
nên tồn tại σ > 0 sao cho w(t)≥ |x(t)− y(t)|, ∀t ∈ [t0, t0 +σ). Tiếp theo, ta chứng minh

|x(t)− y(t)| ≤ w(t), ∀t ≥ t0 (11)

Dùng phương pháp phản chứng, giả sử ngược lại rằng tồn tại số thực t1 > t0 sao cho w(t1) không lớn hơn
hoặc bằng |x(t1)− y(t1)|. Đặt t∗ := inf{t1 > t0 : w(t1) không lớn hơn hoặc bằng |x(t1)− y(t1)|}< ∞. Khi
đó, t∗ > t0 và tồn tại chỉ số i0 ∈ n sao cho

|x(t)− y(t)| ≤ w(t), ∀t ∈ [t0, t∗)
|xi0 (t∗)− yi0 (t∗)|= wi0 (t∗)
|xi0(t)− yi0(t)|> wi0(t),∀t ∈ (t∗, t∗+θ)

(12)

với θ > 0 đủ nhỏ.
Từ (1), (2), (4), (5), (9) và (12) ta có
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Điều này mâu thuẫn với (12). Do đó, (11) được thỏa mãn. Do tính đơn điệu của chuẩn véctơ,

trong đó M = λ ∥p∥
min{pi,i∈n} ,ε = K ∥p∥

min{pi,i∈n} . Vậy hệ (1) là ε-co.
Khi ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 , với mọi t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m thì K = 0 hay ε = 0. Khi đó, hệ (1) là co.
(ii) Ta chứng minh (ii) kéo theo (i). Thật vậy, vì D ∈ Rn×n

+ và ρ(D)< 1 nên theo Bổ đề 2.4 (i) (ii), tồn tại
p ∈ Rn, p ≫ 0 sao cho Dp ≪ p. Với τ := max{h,h1, . . . ,hm}, ta có tồn tại λ0 ∈ (0,1) và đủ gần 1 sao cho
λ−τ

0 Dp ≪ λ0 p. Từ đó, ta có(
∑m

i=1 Ai(t)λ
−hi
0 +

∫ 0
−h B(t,s)λ s

0 ds) p≤λ−τ
0 (∑m

i=1 Ai(t)+
∫ 0
−h B(t,s)ds)p

≤λ−τ
0 Dp≪λ0 p≪p,∀t∈R

Do đó (i) được thỏa mãn. Vậy (1) là ε-co và khi ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0, với mọi t ∈ R, x,y ∈ Rn, i ∈ m thì
hệ (1) là co.
(iii) Ta thấy, (iii) là trường hợp đặc biệt của (ii) với D = ∑m

i=1 Ai +
∫ 0
−h G(s)ds.

(iv) Giả sử (iv) được thỏa mãn. Lấy φ,ψ ∈ Ct0(φ ̸= ψ) là hai hàm điều kiện đầu cố định nào đó, ta đặt:
x(·) := x(·, t0,φ) ,y(·) := x(·, t0,ψ). Từ cách xác định của ∥φ −ψ∥, ta có:

∥x(s+t0)−y(s+t0)∥=∥φ(s)−ψ(s)∥≤∥φ−ψ∥,s∈[−τ,0] (13)
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Do γ ∈ (0,1) nên từ (8) ta có:
m

∑
i=1

∥Ai(t)∥+
∫ 0

−h
∥B(t,s)∥ds ≤

m

∑
i=1

∥Ai(t)∥γ−hi

+

∫ 0

−h
∥B(t,s)∥γsds < 1,∀t ∈ R.

Khi đó, tồn tại η ∈ (0,1) và đủ gần 1 sao cho ∑m
i=1 ∥Ai(t)∥+

∫ 0
−h ∥B(t,s)∥ds < η , t ∈ R. Đặt

w(t) := γt−t0−1∥φ −ψ∥+ ε, t ∈ [t0 − τ,∞], trong đó:

ε =
1

1−η
max

1≤i≤n

{
sup

t≥t0,x,y∈Rn
{∥u1i(t,x,y)∥+ . . .

+∥umi(t,x,y)∥+h∥vi(t,x,y)∥}} (14)

Từ (13) và cách đặt w(t) ở trên, ta có ∥x(s+ t0)− y(s+ t0)∥ ≤ ∥φ −ψ∥< γ−1∥φ −ψ∥ ≤ w(s+ t0), với mọi
s ∈ [−τ,0]. Hay ∥x(s)− y(s)∥< w(s) với mọi s ∈ [−τ + t0, t0]. Ta cần chứng minh ∥x(t)− y(t)∥ ≤ w(t) với
mọi t ≥−τ + t0. Đặc biệt, tại t − t0 ta có ∥φ(0)−ψ(0)∥= ∥x(t0)− y(t0)∥< w(t0). Do tính liên tục của các
hàm x(t) , y(t)và w(t) nên tồn tại σ > 0 đủ bé sao cho w(t)≥ ∥x(t)− y(t)∥ , với mọi t ∈ [t0, t0 +σ). Tiếp
theo, ta chứng minh bất đẳng thức vừa nêu là đúng với mọi t > t0,

∥x(t)− y(t)∥ ≤ w(t), ∀t ≥ t0. (15)

Dùng phương pháp phản chứng, giả sử ngược lại rằng tồn tại số thực t1 > t0 sao cho ∥x(t1)− y(t1)∥> w(t1).
Đặt t∗ := inf{t1 > t0 :< ∥x(t1)− y(t1)∥> w(t1)}< ∞. Khi đó, t∗ > t0 và

∥x(t)− y(t)∥ ≥ w(t),∀t ∈ (t∗, t∗+θ) (16)

với θ > 0 đủ nhỏ. Kết hợp với các điều kiện (4), (8), ta chứng minh được ∥x(t∗)− y(t∗)∥< w(t∗). Điều này
mâu thuẫn với (16). Do đó, (15) được thỏa mãn. Vậy hệ (1) là ε-co.
Khi ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 , với mọi t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m thì ta có ε = 0. Khi đó hệ (1) là co. Định lí được
chứng minh.
Định lí 2.5. Giả sử tồn tại Ai ∈ Rn×n

+ , i ∈ m,G(·) : R → Rn×n
+ , và các hàm bị chặn

ui(·, ·, ·) : R×Rn ×Rn → Rn
+, i ∈ m,v(·, ·, ·) : R×Rn ×Rn → Rn

+, sao cho{
| fi(t,x)− fi(t,y)|≤Ai|x−y|+ui(t,x,y), ∀i∈m, t∈R,x,y∈Rn

|g(t,s,x)−g(t,s,y)|≤G(s)|x−y|+v(t,x,y), t∈R,s∈[−h,0],x,y∈Rn

Khi đó, nếu ρ
(

∑m
i=1 Ai +

∫ 0
−h G(s)ds

)
< 1 thì hệ (1) là ε-co. Ngoài ra, khi ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 với mọi

t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m thì hệ (1) là co.
Định lí 2.5 được áp dụng trực tiếp vào nghiên cứu tính chất ε-co, co của hệ phương trình sai phân chịu nhiễu
ở mục tiếp theo.
Nhận xét 2.6. (i) Trường hợp đặc biệt khi dấu “=” trong (4) xảy ra thì hệ (1) trở thành hệ phương trình sai
phân nửa tuyến tính dương, phụ thuộc thời gian có dạng

x(t) =
m

∑
i=1

Ai(t)x(t −hi)+

∫ 0

−h
G(t,s)x(t + s)ds

+H
(

t,x(t −h1) , . . . ,x(t −hm) ,

∫ 0

−h
x(t + s)ds

)
(17)

trong đó, H ( .,...,. ) là hàm bị chặn. Khi đó, suy ra trực tiếp từ Định lí 2.3, (17) là ε-co nếu một trong các điều
kiện (i), (ii) và (iii) của Định lí 2.3 được thỏa mãn. Ngoài ra, khi dấu “=” trong (4) xảy ra và
ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 , với mọi t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m thì ta có H ( .,...,. ) kéo theo ε = 0 và do đó hệ (17) là
co.
(ii) Trường hợp đặc biệt fi(t,x)≡ Aix+ui(t), t ∈ R,x ∈ Rn, i ∈ m và
g(t,s,x)≡ G(s)x, t ∈ R, s ∈ [−h,0],x ∈ Rn, khi đó (1) trở thành phương trình sai phân tuyến tính không
thuần nhất

x(t) =
m

∑
i=1

Aix(t −hi)+
∫ 0

−h
G(s)x(t + s)ds+u(t) (18)
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với u(t) = u1(t)+ . . .+um(t). Ta biết rằng khi u(t) = 0 với mọi t ∈ R thì (18) trở thành hệ phương trình sai
phân tuyến tính thuần nhất

x(t) =
m

∑
i=1

Aix(t −hi)+

∫ 0

−h
G(s)x(t + s)

)
ds (19)

Hệ (19) là tuyến tính và luôn có nghiệm không, khi đó tính chất co và ổn định mũ là trùng nhau. Tác giả đã
chỉ ra rằng (19) là ổn định mũ nếu ([4, Lemma 1]):

m

∑
i=1

∥Ai∥+h sup
s∈[−h,0]

∥G(s)∥< 1. (20)

Từ (20) suy ra tồn tại sao cho
m

∑
i=1

∥Ai∥λ−hi +h sup
s∈[−h,0]

∥G(s)∥λ−h < 1. Khi đó,

m

∑
i=1

∥Ai∥λ−hi +
∫ 0

−h
∥G(s)∥λ sds ≤

m

∑
i=1

∥Ai∥λ−hi

+h sup
s∈[−h,0]

∥G(s)∥λ−h < 1,∀t ∈ R.

Do đó (20) kéo theo (iv) của Định lí 2.3. Vậy (iv) của Định lí 2.3 là một mở rộng của (20) cho phương trình
sai phân phi tuyến phụ thuộc thời gian (1).
Nhận xét 2.7. Khi dấu “=” trong (4) xảy ra và ui(t,x,y) = v(t,x,y) = 0 , với mọi t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m ta có
kết quả của Định lí 2.3 đặc biệt hóa trở về kết quả trong ([ 6, Theorem 3]) cho tính ổn định mũ của hệ phương
trình sai phân tuyến tính phụ thuộc thời gian

x(t) =
m

∑
i=1

Ai(t)x(t −hi)+
∫ 0

−h
B(t,s)x(t + s)ds

Sau đây là một ví dụ đơn giản nhằm minh họa cho Định lí 2.3.
Ví dụ 2.8. Xét phương trình sai phân phi tuyến phụ thuộc thời gian trong R2

x(t)= f1(t,x(t−h))+ f2(t,x(t−h))+
∫ 0
−1 g(t,s,x(t+s))ds,t≥0, (21)

trong đó, h là số thực dương cho trước x = (x1,x2)
T ∈ R2, và các hàm

f1(.; .), f2(.; .) : R+×R2 → R2,g(·, ·, ·) : R+× [−1,0]×R2 → R2 được xác định bởi

f1(t,x) :=

 1
128

√
x2

2 +1
x1

t4−2t2+6 +
e−t2

16 x2

 ,

f2(t,x) :=

(
1

64 x1 +asin(tx2)
1

16 x2 +2t

)
,

g(t,s,x) :=

 (s+2)
32 x1 + sin(4t)

x1 sin(3− x2)+
e−x2

2

16(t2+1)x2

 ,

với a là hằng số, t ∈ R,s ∈ [−1,0]. Ta thấy rằng các hàm f1(·; ·), f2(·; ·) và g(·, ·, ·) là liên tục trên miền xác
định của chúng. Hệ (21) là hệ phi tuyến và không có điểm cân bằng 0 nên hoàn toàn không thể áp dụng các
kết quả trong ([ 6, Theorem 3]). Bằng một số biến đổi sơ cấp, ta có

| f1(t,x)− f1(t,y)|≤A1(t)|x−y|,∀t∈R,x,y∈R2

| f2(t,x)− f2(t,y)|≤A2(t)|x−y|+u(t,x,y),∀t∈R,x,y∈R2

|g(t,s,x)−g(t,s,y)|≤B(t,s)|x−y|,∀t∈R,s∈[−1,0],x,y∈R2

trong đó A1(t) :=

(
0 1

128
1

t4−2t2+6
1
8

)
, A2(t) :=

(
1

64 0
0 1

16

)
, B(t,s) :=

(
s+2
32 0
0 1

16(t2+1)

)
,

và u(t,x,y) :=

(
asin(tx2)−asin(ty2)

0

)
,x = (x1,x2)

T ,y = (y1,y2)
T , là hàm bị chặn.
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Do đó, (4) được thỏa mãn. Mặt khác, ta có

A1(t)+A2(t)+
∫ 0

−1
|B(t,s)|ds ≤ M

:=

(
1

16
1

128
3
2

3
16

)
và ρ(M) =

1
4
< 1.

Áp dụng Định lí 2.3 (ii), ta suy ra (21) là ε-co nếu a ̸= 0. Ngoài ra, nếu a = 0 thì (21) là co.

TÍNH CHẤT ε-CO CỦA HỆ PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN CHỊU NHIỄU
Giả sử tất cả các giả thiết của Định lí 2.5 được thỏa mãn, khi đó (1) là ε-co. Cho các hàm fi(·, ·),g(·, ·, ·) trong
hệ phương trình (1) nhiễu phi tuyến như sau:

fi(t,x)→ fi(t,x)+ f ∗i (t,x), t ∈ R,x ∈ Rn

g(t,s,x)→g(t,s,x)+g∗(t,s,x),t∈R,s∈[−h,0],x∈Rn

trong đó, f ∗i (; ·) ∈C (R×Rn,Rn)(i ∈ m),g∗(∵; ; ;) ∈C (R× [−h,0]×Rn,Rn) là những hàm thay đổi có
chứa các tham số. Khi đó, (1) trở thành hệ phương trình sai phân phi tuyến chịu nhiễu có dạng sau

x(t) =
m

∑
i=1

[ fi (t,x(t −hi))+ f ∗i (t,x(t −hi))]+∫ 0

−h
[g(t,s,x(t + s))+g∗(t,s,x(t + s))]ds. (22)

Trong mục này, ta giả sử rằng tồn tại Di ∈ Rn×li
+ ,Ei ∈ Rqi×n

+ ,∆i ∈ Rli×qi
+ , i ∈ m, và

Dm+1 ∈ Rn×l
+ ,Em+1 ∈ Rq×n

+ ,∆m+1(·) ∈C
(
[−h,0],Rl×q

+

)
sao cho

(H1) | f ∗i (t,x)− f ∗i (t,y)| ≤ Di∆iEi|x− y|,

∀t ∈ R,x,y ∈ Rn, i ∈ m.

(H2) |g∗(t,s,x)−g∗(t,s,y)|

≤ Dm+1∆m+1(s)Em+1|x− y|,

∀t ∈ R,s ∈ [−h,0],x,y ∈ Rn.

Bài toán.Tìm số dương γ sao cho hệ chịu nhiễu (22) vẫn duy trì tính ε-co một khi độ lớn của các nhiễu nhỏ hơn
γ . Số γ được gọi là biên co của hệ (22).
Sau đây là kết quả mới về biên cho tính ε-co của hệ phương trình sai phân chịu nhiễu (22).
Định lí 3.1.Giả sử (H1), (H2) và các giả thiết của Định lí 2.5 được thỏa mãn. Khi đó hệ chịu nhiễu (22) vẫn duy
trì tính ε-co nếu

∑m
i=1∥∆i∥+

∫ 0
−h∥∆m+1(s)∥ds

<
1

maxi, j∈(1,2,··· ,m+1) ∥Ei(In−∑m
i=1 Ai−

∫ 0
−h G(s)ds)

−1
D j∥

(23)

trong đó, Ai ∈ Rn×n
+ , i ∈ m và G(·) : [−h,0]→ Rn×n

+ được xác định như trong Định lí 2.5.
Để chứng minh Định lí 3.1 ta có sử dụng tính chất sau đây của ma trận không âm.
Bổ đề 3.2 ([6, Theorem 1.1]). Cho ma trận A ∈ Rn×n

+ . Khi đó,
(i) σ(A) là một giá trị riêng của A và tồn tại x ∈ Rn

+,x ̸= 0 sao cho Ax = ρ(A)x.
(ii) (tIn −A)−1 tồn tại và không âm khi và chỉ khi t > σ(A).
Chứng minh Định lí 3.1. Với mỗi i ∈ m, ta có

| fi(t,x)− fi(t,y)| ≤ Ai|x− y|, |g(t,s,x)−g(t,s,y)|

≤ G(s)|x− y|,∀t ∈ R,x,y ∈ Rn,s ∈ [−h,0]
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và ρ
(

∑m
i=1 Ai +

∫ 0
i G(s)ds

)
< 1 . Do đó,∣∣( fi(t,x)+ f ∗i (t,x)

)
−
(

fi(t,y)+ f ∗i (t,y)
)∣∣≤ (Ai +Di∆iEi) |x− y|,∀t ∈ R,x,y ∈ Rn,

|(g(t,s,x)+g∗(t,s,x))− (g(t,s,y)+g∗(t,s,y)| ≤ (G(s)+Dm+1∆m+1(s)Em+1) |x− y|, với mọi
t ∈ R,x,y ∈ Rn,s ∈ [−h,0].
Theo Định lí 2.5, (22) là ε-co nếu ρ(∑m

i=1(Ai+Di∆iEi)+
∫ 0
−h(G(s)+Dm+1∆m+1(s)Em+1)ds)<1 ,

hay ρ(∑m
i=1 Ai+

∫ 0
−h G(s)ds+∑m

i=1 Di∆iEi+Dm+1
∫ 0
−h ∆m+1(s)dsEm+1)<1.Chứng minh điều này bằng phương pháp phản

chứng. Giả sử ngược lại rằng:

ρ0:=ρ(∑m
i=1 Ai+

∫ 0
−h G(s)ds+∑m

i=1 Di∆iEi+Dm+1
∫ 0
−h ∆m+A(s)dsEm+1)≥1

Ta chứng minh:

∑m
i=1∥∆i∥+

∫ 0
−h∥∆m+1(s)∥ds

≥ 1

maxi, j∈{1,2,...,m+1}

∥∥∥∥Ei(In−∑m
i=1 Ai−

∫ 0
−h G(s)ds)

−1
D j

∥∥∥∥ . (24)

Khi đó, (24) mâu thuẫn với giả thiết (23) đã cho. Thật vậy, theo Bổ đề 3.2 (i), tồn tại x0 ∈ Rn
+,x0 ̸= 0 sao cho:

(∑m
i=1 Ai+

∫ 0
−h G(s)ds+∑m

i=1 Di∆iEi+Dm+1
∫ 0
−h ∆m+1(s)dsEm+1)x0

=ρ0x0. (25)

Áp dụng Bổ đề 3.2 (ii),
(

ρ0In −∑m
i=1 Ai −

∫ 0
−h G(s)ds

)−1
tồn tại và không âm. Từ (25) suy ra:

ρ(∑m
i=1 Ai+

∫ 0
−h G(s)ds+∑m

i=1 Di∆iEi+Dm+1
∫ 0
−h ∆m+1(s)dsEm+1)<1

Gọi i0 là chỉ số sao cho ∥Ei0 x0∥= maxi∈{1,2,...,m+1} ∥Eix0∥. Khi đó ∥Ei0 x0∥> 0. Nhân hai vế của (26) với Ei0 ,
ta có:

Ei0

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

(
m

∑
i=1

Di∆iEix0 +Dm+1

∫ 0

−h
∆m+1(s)dsEm+1x0

)
= Ei0 x0. (27)

Lấy chuẩn hai vế của (27), ta được:∥∥∥∥∥∥Ei0

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ m

∑
i=1

Di∆iEix0 +Dm+1

∫ 0

−h
∆m+1(s)dsEm+1x0

∥∥∥∥∥
≥ ∥Ei0 x0∥ .

Suy ra

∑m
i=1

∥∥∥∥Ei0(ρ0 In−∑m
i=1 Ai−

∫ 0
−h G(s)ds)

−1
Di

∥∥∥∥∥∆i∥∥Eix0∥
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+

∥∥∥∥∥∥
m

∑
i=1

Ei0

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

Dm+1∥
∫ 0

−h
∥∆m+1(s)∥ds∥Em+1x0∥ ≥ ∥Ei0 x0∥

Do đó,

max
i, j∈[1,2,...,n+1}

∥∥∥∥∥∥Ei

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j
∥∥ m

∑
i=1

∥∆i∥+
∫ 0

−h
∥∆m+1(s)∥ds

)
∥Em+1x0∥ ≥ ∥Ei0 x0∥

hay

max
i, j∈{1,2,...,m+1}

∥∥∥∥∥∥Ei

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j
∥∥( m

∑
i=1

∥∆i∥+
∫ 0

−h
∥∆m+1(s)∥ds

)
≥ 1. (28)

Mặt khác, vì ρ0 ≥ ρ

(
m

∑
i=1

Ai +

∫ 0

−h
G(s)ds

)
> 1 nên theo Bổ đề 3.2 (ii) suy ra

(
In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

≥ 0 và

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

≥ 0.

Do đó, ta có (
In −∑m

i=1 Ai −
∫ 0
−h G(s)ds

)−1

−
(

ρ0In −∑m
i=1 Ai −

∫ 0
−h G(s)ds

)−1

= (ρ0 −1)
(

In −∑m
i=1 Ai −

∫ 0
−h G(s)ds

)−1(
ρ0In −∑m

i=1 Ai −
∫ 0
−h G(s)ds

)−1
≥ 0

Suy ra

(
In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

≥

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

≥ 0. Khi đó,

Ei

(
In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j

≥ Ei

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j,∀i, j ∈ m+1

Suy ra ∥∥∥∥∥∥Ei

(
In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j

∥∥∥∥∥∥
≥

∥∥∥∥∥∥Ei

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j

∥∥∥∥∥∥
≥ 0∀i, j ∈ m+1. (29)
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Từ (28)-(29) suy ra

m

∑
i=1

∥∆i∥+
∫ 0

−h
∥∆n+1(s)∥ds

≥ 1

max
i, j∈[2,...m+n+1)

∥∥∥∥∥∥Ei

(
ρ0In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j

∥∥∥∥∥∥
hay

m

∑
i=1

∥∆i∥+
∫ 0

−h
∥∆m+1(s)∥ds

≥ 1

max
i, j∈[2,...m+n+1

∥∥∥∥∥∥Ei

(
In −

m

∑
i=1

Ai −
∫ 0

−h
G(s)ds

)−1

D j

∥∥∥∥∥∥
Điều này mâu thuẫn với (23). Vậy ρ(∑m

i=1 Ai+
∫ 0
−h G(s)ds+∑m

i=1 Di∆iEi+Dm+1
∫ 0
−h ∆m+1(s)dsEm+1)<1. Khi đó, theo Định lí

2.5, (22) là ε-co. Định lí 3.1 được chứng minh.
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ABSTRACT
Contraction property of dynamical systems, especially difference systems, is one of the qualitative
properties which have attracted much attention from many researchers for recent decades. Con-
traction of dynamical systems has many practical applications which means that two trajectories
of the system convergence to each other when the time reaches to positive infinity. In this pa-
per, by improving some existing approaches, we present a new approach to contraction problem
of a class of nonlinear time-varying delay difference system with continuous time. We generalize
the definition of contraction to -contraction. Then, we give some new explicit sufficient criteria for -
contraction andglobal exponential stability of thementioned system. Furthermore, we investigate-
contraction of perturbeddifference systemswith continuous timeunder nonlinear perturbations in
which perturbations are general time-varying functions. Thenweobtain a newexplicit-contraction
bound for such systems subject to nonlinear time-varying perturbations. The obtained theorems
generalize some existing results in the literature as particular cases. An example is given to illustrate
the obtained results.
Key words: contraction bound, contraction, exponential stability, perturbed systems, difference
systems with continuous time
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